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Het „Nieuw Archief roor Wiskunde" wordt tiUgegeven door het 
WUkufiMg Genootschap te Amsterdam, „Een onvermoeide arbeid komt 
alles te boven." 

Be inrichting en het doel van dit T^dschrift z^n dezelfde gebleven 
ah in de Voorrede van het Eerste Deel werd aangekondigd. Hierbij 
valt echter op te merken 

ad 2. C, dat bij de wiskundige tijdschriften, die in het Register voor- 
komen, de „Nouvelle Correspondance Mathématique" (N. Corr. M.) 
heeft opgehouden te bestaan, en daarentegen „Mathesis" (M.) is op- 
getreden. 

Terwijl herinnerd wordt aan 

3. De verantwoordelijkheid der geplaatste stukken blijft voor reke- 
ning van den Schrijver, 

De Eed acteur, 

Leiden, December 1882. D. BIERENS DE HAAN, 

Eerste Secretaris van het Genootschap, 
onder de zinspreuk: 

EEN ONVERMOEIDE ARBEID KOMT ALLES TE BOVEN. 
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OVER HET VERBAND TÜSSCHEN DE WORTELS EENER 
VERGELIJKING EN DIE VAN HARE AFGELEIDE, 



F. J. TAN DEN BERG. 



1. De door Dr. G. J. Legebeke langs analytischen weg, zoowel in 
Deel VIII, Stuk 1, blz. 76 — 80, van dit Tijdschrift, als ook op eenig- 
zins andere wijze in Tome XVI, 3® Livr., pag, 273 — 278, van de 
Archives néerlandaUea des sciences exactes et naturelles, bewezen en 
op blz. 79 voorkomende stelling, namelijk: 

;,De wortels van f{g)z:zO liggen binnen of op de zijden van 
ffGen veelhoek met uitspringende hoeken, die zoodanig geconstrueerd 
//is, dat al de wortels van f(z) ^ O binnen dien veelhoek liggen of 
//Op z^ne zijden", 

— in welke stelling f(z) == O eene willekeurige n^ machtsTergelijj- 
king met bestaanbare of complexe coëfficiënten, en /'(;?) = O hare 
afgeleide is, terwiyl ook de wortels van ieder dier vergelijkingen 
bestaanbaar of complex kunnen wezen, — is ook vatbaar om door 
meetkundige of statische beschouwingen aangetoond te worden. Stelt 
men daartoe in het algemeen de n wortels van ƒ(;?):= O door 
«(iiotn) en de »— 1 wortels van f(g)=iO door % loi «— ly voor, 

dan kan men uitgaan van de identiteit n(iBr— a) =/(<Br), wier loga- 
rithmisch afgeleide 



S — =-^^= ' 



»"n (z-è) 



•^ ^ ' II(ir— a) 

1 

kan worden opgevat als uitdrukking van de algemeene eigenschap, 

dat de zoogenaamde meetkundige som of resultante der meetkundig 

omgekeerde afstanden van een willekeurig punt ^r tot de i» wortel- 

punten a van eenige vergelijking f{z) z=z O gelijk is aan »-maal het 

N. A. V. W. Dl. IX. 1 



meetkundig product der afstanden yan z tot de » — 1 wortelpunten 
h der afgeleide vergelijking ƒ'(;?)=. O , gedeeld door het meetkundig 
product der afstanden van ;? tot de « wortelpunten a eelve. Laat men 
nu het willekeurige punt z samenvallen met één der wortelpunten 5, waar- 
door één der in den teller van het tweede of van het derde lid als facto- 
ren voorkomende afetanden gelijk nul wordt, dan is in de genoemde 
algemeene eigenschap de bizondere vervat (die men ook desverkie- 
zende op dezelfde wijze onmiddellijk had kunnen aantoonen, zonder 
van de algemeene eigenschap melding te makai), dat de resultante 
der meetkundig omgekeerde afstanden van eenig wortelpurit van 
/'(ar) = O tot de n wortelpunten van f(z) = O gelijk nul is. En 
merkt men verder op, stellende i = i/--l, dat, als in het algemeen 
p de lengte of den modulus en (J) den richtingshoek of het argument 
van een straal of meetkundigen afstand 5— flf = p(Cb«(J)+t>SM»$) = p«'* 

voorstelt, alsdan de omgekeerde afstand, r — = -(C7o«i|)— 1^»^) = 

o— a p 

1 _ , . , , , . 1 
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^, wel is waar niet alleen de omgekeerde lengte -, maar 
P P 

ook den tegengestelden richtingshoek — (J) vertoont, doch dat deze 
laatste omstandigheid by het construeeren der resultante slechts tot 
eene symmetrische omzetting der figuur ten opzichte van de as der 
hoeken, en dus tot geene verandering in afmetingen of vorm der 
figuur £elve aanleiding geeft; dan kan men, door voor eenig punt h 

« 1 

in verband met alle punten a hetzij de voorwaarde S 7 — = O 

1 o~a 

zelve in statischen zin te vertolken, hetzij op te merken, dat deze 

«1 » 1 

voorwaarde zich splitst in de beide S -Ob^^r^O en 2 -i85s»$r=:0, 

1 ^ 1 P 

dus ook zeggen , dat ieder wortelpunt van f (z) = O gekenmerkt is 
als een zoodanig punt, waarop krachten, gericht naar alle wortelpun- 
ten van f{z) = O en omgekeerd evenredig aan de afstanden tot deze 
punten, elkander in evenwicht houden. Dewijl nu van een dergdijk 
evenwicht blijkbaar alleen sprake kan wezen voor punten d, liggende 
binnen den veelhoek, die alle punten a omvat, is dus ook op deze 
wijze de door den Heer Legebeke behandelde «telling bewezen; en 
tevens aangetoond, dat. het geval, dat eenig punt h op eene zijde van 
dien veelhoek zou vallen, niet anders kan voorkomen dan wanneer, 
tengevolge van het in ééne rechte lijn liggen van alle punten a, -de 
veelhoek zelf in deze rechte lijn ontaardt, die in d^t geval dan ook 
alle punten b moet bevatten. In dit zelfde geval trouwens kan men 



een stap verder gaan en voor ieder punt b op zich zelf eene nadere 
grensbeperking aangeven: immers is het duidelijk, dat men nu door 
verschuiving telkens tusschen twee opvolgende punten a een punt moet 
kunnen vinden, waarvoor de wederzijdsche sonunen van omgekeerde 
afstanden tot alle aan denzelfden kant liggende punten a gelijk zijn, 
en dat dus werkelijk een evenwichtspunt h is. Is de bedoelde rechte 
lijn de as der hoeken zelve (en zoo straks zal blijken dat zich het 
beschouwde geval in wezenlijkheid altijd hiertoe laat terugbrengen), 
dan komt men dus neder op hetgeen, voor het geval van enkel bestaan- 
bare wortels a, het theorema van Eolle omtrent de wortels h leert. 

Heeft de vergelijking f[z) = O wel niet uitsluitend bestaanbare 
wortels, maar toch coëfficiënten, die aUe bestaanbaar zijn, d.an komen 
hare complexe wortels twee aan twee toegevoegd voor; dat k, het 
stelsel wortelpunten a is dan symmetrisch ten opzichte van de as 
der hoeken. De voorgaande beschouwing levert dan blijkbaar voor 
ieder evenwichtspunt h ook een symmetrisch evenwichtspunt h op, 
zoodat ook het stelsel h symmetrisch is en naar behooren de cooij^exe 
wortels van ƒ ' {z) = O als twee aan twee toegevoegde doet kennen. 

2. Ook andere eigenschappen der hoogere-machtsvergelijkingen kcm- 
nen uit de vorenstaande statische beschouwing worden afgeleid» Std, 
om een voorbeeld te noemen, dat de onderlinge afstanden van een 
viUekeurig aantal m der wortelpunten a klein zijjn in vergelijking 
van hunne afstand;^ tot de overigen, dan verkrijgen voor willekeu- 
rige punten in de nabijheid van de groep dezer m punten a de krachten 
naar de overige punten a een ondergeschikten invloed, zoodat althans 
sommige , en wel de nabij die groep gelegen evenwichtspunten J bij be- 
nadering te vinden moeten zyn door de overige punten a buiten be- 
schouwing te laten, als wanneer volgens de behandelde stelHng w— 1 
zulke punten h binnen meergenoemde groep van m punten a blyken te 
liggen. Overgaande nu tot het grensgeval, waarin m punten a samenvallen 
en waarin dus tevens de evenbedoelde benaderde aanwijzing eene nauw- 
keurige wordt, blijkt dat voor ieder stel van m gelqke wortds der verge- 
lijking ƒ (2;) = O ook w— 1 maal diezelfde wortel voldoet aan ƒ'(;?)== O, 

8. In het algemeene geval van den veelhoek a schijnt het niet zoo 
gemakkelijk, in den^elfden geest als zoo even voor het geval der 
rechte lijn, de wortels h van elkander te scheiden door middel van 
eene nadere begrenzing voor ieder op zich zelf. Dat zij b^'v. nu niet 
noodwendig telkens in de nabijheid van twee wortels a moeten lig- 
gen, kan blijken uit het voorbeeld van de binomiaal-vergelgking 
f{z) r= 2?" — 1 =0, gevende f{z) = m'"'^ = 0; zoodat, terwijl nu 

1* 



de n wortelpunten a regelmatig over een cirkelomtrek met straal 1 
verdeeld zijn en alzoo voor groote n betrekkel^k dicht b^'éénliggen, alle 
» - 1 wortelpunten b in het betrekkelijk ver daarvan verwijderde mid- 
delpunt of den oorsprong samenvallen. 

Toch kunnen ook in het algemeene geval enkele nadere betrek- 
kingen tusschen het stelsel a en het stelsel b worden aangegeven. 
Men heeft namel^'k, door de afgeleide van het laatste lid van 

/(sf) = n(0— a) = 0" - iS""* 2a + 0*~* 2aai —£?*"' 2aa, «, + enz. 

1 
gelijk te stellen aan het laatste lid van 

(waarin de sommen in ^ en in 5 betrekking hebben op alle produc- 
ten der wortels a^iMn) en b^iiom—i) genomen 1 aan 1, 2 aan 2, enz., 
n aan u of » — 1 aan »— 1), de »— 1 betrekkingen 

Sa £d Saa, £ü, Sa^iöJj £33, dj 

n n — l' n » — 2 n » — 3 

Bepaalt men zich nu in hoofdzaak tot eene nadere beschouwing 
van de beide eerste of eenvoudigste van deze betrekkingen, dan 
drukt de eerste het samenvallen der zwaartepunten van het stelsel 
der ieder met de gewichts- of massa-eenheid bedeeld gedachte n wor- 
telpunten a van f{z) = O en van het overeenkomstige stelsel der 
» — 1 wortelpunten b y&nf*{z)=.0 uit; zooals ook daaruit bl^'kt 
dat, stellende a=La-\-ia,' en b=:fi-\-ifi\ waarin dan a en et' 
abscis en ordinaat z\jn van het punt a, en /3 en ^' evenzoo van d, 

Sa S3 
de bedoelde betrekking zich splitst in de beide — = en 

S« Sö' 

— = r . Dit samenvallen kan in het voorbijgaan ook in ver- 

band worden gebracht met de opmerking, dat de herhaalde toepassing 
van de bewezen algemeene stelling leert, dat binnen den veelhoek 
der n wortelpunten a van de oorspronkelijke vergelijking f(z) = O 
ligt die der » — 1 wortelpunten b van de eerste afgeleide f[z)=zO; 
daarbinnen die der » — 2 wortelpunten c van de tweede afgeleide 
f^{z) = 0; hierbinnen weder die der »— 3 wortelpunten d van de 
derde afgeleide /"\z)=zO, enz.; terwijl eindelijk de binnen alle 
voorgaande vallende veelhoek der wortelpunten van de (» — 1)* afge- 
leide of eerste-machtsvergelijking ƒ ^ "-* ^ £r = O zich bepaalt tot het 
enkele gemeenschappelijke zwaartepunt van al de opvolgende stelsels, 
waartoe die veelhoeken behooren. 
Het samenvallen der zwaartepunten van de stelsels a en b geble- 



ken zynde, verhindert niets, ten einde zich gemakkelijker rekenschap 
te geven van de meetkundige of statische beteekenis der tweede ge- 

vonden betrekking ^= — , den oorsprong naar dit zwaarte- 

punt te verplaatsen , dat is ieder der wortels a, en dan ook iedere b, 

met zoodanige waarde — = — — te verminderen, dat in de ver- 
n tl ~~ X 

gelijking op de nieuwe wortels a, en in die op de nieuwe wortels 3, 

die weder geene andere dan hare afgeleide is, gelijktijdig de tweede 

term komt te ontbreken. Ook voor deze beide nieuwe vergelijkingen 

blijft dan de genoemde betrekking = ^ gelden, maar 

omdat nu 2fl=iO en Sd = 0, en dus S^a, = |{(Sfl)*— Sa*} z= 

=::-|£a* en Sdd, = | {(25)»-2d» } =- J^Sd* is, kan men 

Sa* Só* 
die betrekking thans onder den meer geschikten vorm = 

brengen. En deze splitst zich bij substitutie van «=:« + »«' en 

n . ./,/ . n ,. .:. S«*-2a'* £0*-2p'* 2a«' 
è=:zQ-\-tQ in de beide = -^— en = 

S00' 

= -, waarin Sa* en Sa'* de traagheidsmomenten van het stel- 

» — 2 

sel a voor de ordinaten- en de abscissen-as, en Saa' het zooge- 
naamde meetkundig of centrifugaal-moment of ook het traagheidspro- 
duct voor deze assen voorstellen, terwijl S(3*, S(3'* en S/3/3' dezelfde 
beteekenis voor het stelsel b hebben. Hiermede zijn dus reeds een- 
voudige betrekkingen tusschen deze momenten voor het gemeenschap- 
pel^k zwaartepunt der beide stelsels aangewezen. Maar evenals met 
dit zwaartepunt zelf naar behooren het geval is, is ook hier uit den 
aard der zaak te voorzien, dat de betrekkingen tusschen beide stelsels, 
waarvan het tweede, dat der evenwichtspunten b, noodwendig geheel 
door het eerste, dat der a, bepaald is, onafhankelijk van de richting 
van het aangenomen rechthoekig coördinatenstelsel moeten zijn. De 
beide laatstgenoemde betrekkingen moeten dus ook invariant zijn bg 
den overgang tot eenig nieuw assenstelsel, makende bijv. een hoek 
(A met het oorspronkelijke; en werkelijk blijkt dit ook reeds dadelijk, 

doordien de enkele betrekking = — , die beiden samenvatte, 

Sfa^-'")* Zibe-'f*)^ 

ook noodwendig met zich brengt — = — ^, waarin 

» » — 2 

a e'*** en be'^^ juist niet anders zijn dan de waarden, die a qïl b 
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b^ dmi overgang tot het nieuwe assenstelsel verkrijgen. Of ods» door 
ift ae-'f*=z{ct-i-i»'){Coêfz--iS^nfi) en s:(*^- ''')*=£{(«»--«'») + 
+ 2 1 a a' l {Cos 2fA--i Sin 2 fc) de producten uit te werken , blijken , in 
overeenstemming met de bekende formulen uit de analytische meet- 
kunde ^ de nieuwe k en ce! tot waarde te hebben a Oo9 fA '\' ce! 8i» f£ 
en —aSinfA-^a! Cosfji, en de nieuwe S a* — S a' * en 2 « «' tot waarde 
a?«2/[«.(2a*-£a'»)+2>SÏ»2/t«.2«a' en -4>Sit»2/K.(2«»-2 a'») + 
-f Cb»2fi.£««', en erenzoo in /3en /3'; zoodat door de som der pro- 
ducten van de twee meergenoemde betrekkingen, eensdeels met 
Ond/Ecen %SinftfA, ten andere met ~-|/Si^»2ju en Oos2fA, te nemen, 
deze werkelijk blijken niet alleen voor de momenten op de oorspron- 
kelijke assen, maar even goed voor de overeenkomstige momenten 
op de nieuwe assen te gelden. Meer in het bizonder kan men dan 
ook het nieuwe assenstelsel in zoodanige richting nemen, dat de 
meetkundige momenten van de beide stelsels a en d gelijktijdig nul 
worden; waardoor in andere woorden het bewijs geleverd is, dat beide 
stelsels, en dan ook weder de boven ingevoerde verdere afgeleide stel- 
sels c, dy enz. 5 dezelfde hoofdtraagheidsassen in hun gemeenschappelijk 
zwaartepunt hebben, In dat geval worden dus, nadat door de ver- 
legging van den oorsprong naar dit zwaartepunt in de beide verge- 
lijkingen f(z) = en f{z)=.0 reeds gelyktijdig de tweede termen 
verdreven zijn, thans bovendien door deze assenwenteling, bepaald 

22a«' 2SÖ0' 

door de formule ^^ ^ ^ = £^4—^75 = ^n^p^ ' gelijktijdig 

de coëfficiënten van hare derde termen, tengevolge van het verdwij- 
nen der onbestaanbare gedeelten, bepaaldelijk tot bestaanbare waarden 
teruggebracht* £n de eerst omschreven vermindering der wortels 

2a 2ó 

met — = r , gevolgd door hunne thans aangewende deeling 

door den factor e'^, zijn dan ook de twee alleen mogelijke bewer- 
kingen, waarbij , terwijl de beide stelsels wortelpunten a en 5 worden 
teruggebracht tot rechthoekige coördinatenassen , die ten opzichte daar- 
van den meest eenvoudigen stand hebben, de betrekkelijke ligging 
dezer stelsels zelve onveranderd wordt gelaten. Tevens blijkt hier, 
dat — indien de na verplaatsing van den oorsprong naar het zwaarte- 
punt, dat is na verdrijving van den tweeden term, verkregen yqT' 
gelijking ƒ (0) 1=^"+ ar""* 2 aflj— enz. zelve bekend is, waarin dan 
boven de coëfficiënt 2aaj =— |2a* ==— | {(2«*— 2«'*) + 2t2aa | 
bevonden werd, — de richtingshoek /a van het stelsel der hoofdtraagheids- 
assen, die ook den factor c'^ter deeling der wortels bepaalt, dadel^'k 



aangewezen wordt als helft ran het argument BoogTg , ^ /> = J^/k 

van evengenoemden coëfficiënt. Komt daarentegen niet zoozeer de 
vergelijking f{z) = O zelve , maar het stelsel van hare wortelpunten 
«, als gegeven voor, dan heeft men ter bepaling der hoofdassen de 

formule Tg2fAz=z-— — ^"IT ^ construeeren. 

Tot zoover over de beide eerste betrekkingen, die boven uit de 
onderlinge vergelijking der overeenkomstige coëfficiënten van f{z) en 
f* (z) werden afgeschreven. Wilde men in denzelfden geest een on- 
derzoek instellen omtrent de derde van deze betrekkingen, namelijk 

de betrekking ^— ^ = —^ tusschen de vierde coëfficiënten 

n n — o 

in beide functiën, alsmede omtrent alle verdere dergelijke betrekkin- 
gen , dan zou men o. a. tot het besluit komen dat , zooals trouwens 
wel van te voren is in te zien wegens de door de betrekkingen 
zelve uitgesproken evenredigheid telkens der overeenkomstige coëffi- 
ciënten, de mogelijkheid bestaat, — hetzij reeds bij behoud van den aan- 
vankelijken oorsprong, hetzij meer in het bizonder nadat de oorsprong 
naar het gemeenschappelijk zwaartepunt der stelsels a en J is verlegd, — 
aan den richtingshoek fc van een nieuw rechthoekig assenstelsel tel- 
kens zoodanige andere waarde te geven, dat of de vierde, of de vijfde, 
of de zesde, enz. coëfficiënten in f[z) en /'{z) beiden gelijktijdig 
van hunne in het algemeen complexe waarden tot bestaanbare wor- 
den teruggebracht. Dat aan eene dergelijke wenteling der assen 
evenwel niet zulk eene eenvoudige meetkundige of statische beteeke- 
nis te hechten is als aan hare boven ter zake van de twee eerste 

, . -_. Za £3 Zaa, Zbè, , , , , . 

betrekkingen — = ; en = beschouwde verplaatsm- 

n n — l n » — 2 ^ 

gen, is de reden, waarom hier met dit onderzoek niet verder zal 
worden voortgegaaa. 

Ia plaats van het samenstel zelf der punten a en è op nieuwe 
coördinaten-assen te beschouwen, kan men daarentegen uit dit samen- 
stel met behoud van de oorspronkelijke assen nog andere derge- 
lijke samenstellen afleiden. Vervangt men daartoe in de identiteit 

f(z)=. ' ■ of n XI (z—b) =. — r- de willekeurige veran- 

az 1 dz 

z-'B 
derlijke z met name door hare lineaire functie — j- , waarin A en 
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B willekeurige bestaanbare of complexe standyastigen voorstellen, dan 

gaat deze identiteit, na vermenigvuldiging met ^•-* == -—, over in 

jl 

n n \z-{Ah\B)\'=, , en leert dus onderde- 

1 ds 

zen vorm Ah\B kennen als wortelpunten der afgeleide van de 
vergelijking, die Aa\B tot wortelpunten heeft. En op deze w^'ze 
wordt alzoo uit het oorspronkelijk samenstel (a, 5), — door daarop eerst 
eene door modulus en argument van de standvastige A bepaalde ver- 
vorming uit den oorsprong als gelijkvormigheidspunt met gel^'ktijdige 
wenteling om dit punt, en vervolgens nog eene evenzoo door B be- 
paalde evenwijdige verplaatsing toe te passen , — een nieuw samenstel 
{^Aa\By Ah\B^ van denzelfden aard gevonden, dat trouwens, ge- 
lykvormig gebleven met het oorspronkelijke, zich daarvan overigens 
alleen door willekeurigen stand onderscheidt. 

4. Terwijl wij niet verder zullen stilstaan bij de bepaling der gemeen- 
schappelijke hoofdtraagheidsassen van de stelsels a en d in het alge- 
meen, moge toch nog het volgende daaromtrent voor het bizondere 
geval der derde-maohtsvergelijking worden opgemerkt, als wanneer 
dus uit drie gegeven wortelpunten a,, a, ^^ ^s ^^ beide bijbehoo- 
rende wortelpunten 3j en h^ gevonden moeten worden. Op grond 
van het vorenstaande moeten deze beide punten op eene der hoofd- 
assen van het zwaartepunt van het stelsel a^a^a^ liggen, en wél — 
omdat tevens hunne gel^ke afstanden of abscissen /3 wederzijds dit 
zwaartepunt bepaald worden , krachtens hetgeen voor » = 3 de alge- 

2«»-2«'* 2(3*— Sfi'» 

meene betrekking = — leert, door de formule 

n »— 2 

2 a*— Sa'* 
2P*=:2/3*= r , — op diegene der beide hoofdassen, die 

o 

als abscissenas genomen eene positieve waarde voor 2«*— 2«'* 
geeft. En wat nu meer in het bizonder het vinden van de richting 
dezer hoofdassen aangaat, daartoe kan men in dit geval geschikt 
gebruik maken van de eigenschap dat, evenals het zwaartepunt der 
drie gewichts- of massa-eenheden in 0j , a^, a, samenvalt met dat 
van den driehoek a^a^a^ zelf, zoo ook voor dit zwaartepunt de 
hoofdassen van het stelsel der drie punten en van den driehoek langs 
elkander vallen. Immers, — noemende bijv. f de wederzijds gelyke 
loodrechte afstanden van a^ en a 3 tot de door a^ en door het 
zwaartepunt gaande l^*n, dat is de hoogte der twee gel^ke driehoe- 



ken met deze lijn als basis, waarin driehoek a^a^a^ wordt ingedeeld, — 
dan is het traagheidsmoment der drie punten ten opzichte van deze lijn 
gelijk 2j3*, en dat ran den driehoek zelf, als I zijn inhoud Yoor- 
stelt, gel^k J/j»* ; zoodat de rerhouding ^^I dezer beide momen- 
ten, onafhankelijk z^nde van de keus van het aangenomen punt a^, 
en dus onveranderd blijvende indien men op dezelfde wijze van a^ 
of van a 3 was uitgegaan, reeds uitwijst, dat de concentrische traag- 
heidsellipsen van het stelsel der drie punten en van den driehoek 
zelf tevens homothetisch zijn en dus ook samenvallende assen heb- 
ben ; en tot hetzelfde besluit komt men ten overvloede evenzeer door- 
dien, noemende bijv. h de hoogte van driehoek a^a^a^ voor a^a^ 
als basis, het traagheidsmoment der drie punten ten opzichte van eene 
lijn door het zwaartepunt evenwijdig aan deze basis bedraagt Ih* , 
en dat van den driehoek zelf y^y/A*; zoodat ook hier weder naar 
behooren dezelfde verhouding ^jl bestaat. Voor de hoofdassen van 
het stelsel der drie punten zign dus die van den driehoek te nemen; 
maar deze vallen weder langs de assen, hetz^* van de grootste inge- 
schreven ellips, die namelijk de drie zijden ieder in haar midden 
aanraakt, hetzij van de kleinste omgeschreven ellips, die namelijk in 
de drie hoekpunten de raaklijnen evenwijdig aan de overstaande zij- 
den heeft: het zoo even aangehaalde moment -J//?*, ten opzichte van 
de door a^ gaande deellijn van den driehoek, leert toch de langs de 
drie deel^jnen vallende halve middellijnen der traagheidsellips ken- 
nen als omgekeerd evenredig aan de overeenkomstige afstanden p, 
dat is als rechtstreeks evenredig aan de deellijnen zelve, of ook aan 
hare derde gedeelten; en deze ellips kan alzoo bijv. gelegd worden 
door de op de deellijnen liggende middelpunten der drie zijden; z^* 
zal dan tevens de zijden in deze punten aanraken, omdat iedere zijde, 
evenwijdig loopende aan de lyn der middelpunten van de beide an- 
deren, welke lijn door de overeenkomstige deellijn van den driehoek 
wordt middendoor gedeeld, de in de ellips aan deze deellijn toege- 
voegde richting heeft. Denkt men zich eindelijk nog een plat vlak 
in zoodanige richting, dat daarop de rechthoekige projectie van de 
beschouwde figuur een gel^'kzijdige driehoek met in- of met omge- 
schreven cirkel wordt, of stelt men zich omgekeerd de beschouwde 
figuur als rechthoekige projectie van de laatstgenoemde voor, dan 
kan men noch zeggen, dat de hoofdassen voor het zwaartepunt van 
den driehoek, dus ook die voor het stelsel der drie gegeven wortel- 
punten a^ a^ya^, dus ook de lijn der beide te vinden wortelpunten 
dj en 5 2 en de loodlijn op haar midden, evenw^'dig z^n aan en 
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loodrecht op den doorgang met een rlak, waarop de gegeven drie- 
hoek aia^a^ zich als een gelijkz^digen zou projecfceeren of omge- 
keerd. En houdt men zich aan deze omgekeerde opvatting, dan 
geeft zij nog aanleiding tot de opmerking, dat de beide wortelpunten 
di en b^ niet anders z^'n dan de brandpunten der grootste inge- 
schreven ellips van den driehoek der wortelpunten a^y a^ en a,. 
Immers als deze driehoek een gelijkzijdige is, en als voor zijne traag- 
heidselHps dus de ingeschreven cirkel mag genomen worden, wiena 
straal r zij, dan is het moment der drie punten ten opzichte van 
iedere as door het zwaartepunt even groot, dus ook gelijk aan dat 
voor eene as, die, door één der drie punten gaande, de beide andere 
punten op wederzijdsche afstanden ri/S laat; zoodat men in dat bi- 
zondere geval heefk het verband S«*=ra'^ = 2(rv/3)* = 6r*. 
Projecteer nu op een vlak, dat door de abscissenas gaande een wille- 
keurigen hellingshoek maakt, dan worden de halve assen der 
eUiptische projectie van evengenoemden cirkel gelijk renrCo8(p, ter- 
wijl de momenten der drie geprojecteerde punten ten opzichte van 
deze assen de waarden £ («' Cb«0)* = Cós^ .2»'^ = 6r^ Cb«* (^ en 
7^ct^ = 6r* aannemen; en dan geven deze waarden, in de plaats van 

2«*— Sa'* 
£«'* en Sa* gesteld in de boven gevonden formule 2^* = , 

ö 

6r*^ftr* Cós^Ó 

tot uitkomst p* z=. ■ — z=zr^ — {r CosCpy, waarmede 

o 

werkelijk p als halve bnuidpuntsafstand der elliptische projectie, dat 

is der grootste ingeschreven ellips van driehoek a ^ a, ^s > gekenmerkt is. 

Let men nog op de eigenschap, dat de beide lijnen uit een wille- 
keurig punt naar de brandpunten eener kegelsnede getrokken, weder- 
zijds gelijke hoeken maken met de beide raaklijnen uit dat punt (zie 
bijv. Beiot et Bouquet, Oéométrie analytique^ 4< Ed., 1863, pag. 
216^^217), dan blijken de beide wortelpunten 5| en h^ ook een 
paar aan elkander in den driehoek a^a^a^ toegevoegde punten te 
vormen van de soort, zooals zij werden beschouwd in het tweede 
gedeelte, blz. 86—90, van mijne in Deel VII, Stuk 1, blz. 78—90, 
opgenomen bijdrage: trouwens, aldaar had de opmerking gemaakt 
kunnen worden, dat omgekeerd ieder paar zoodanige toegevoegde 
punten, op grond van de even aangehaalde eigenschap, niet anders 
is dan het paar der brandpunten van eene der (in oneindig groot 
aantal van de tweede orde voorkomende) aan den beschouwden drie- 
hoek ingesohreven kegelsneden. 

Na aaiigew^en te hebben , hoe op deze wijze de beide wortelpun* 
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ten b^ en 5j geronden kunnen worden uit de drie wortelpunten 
a,, öj en a^, moge ten slotte uit de beschouwing derzelfde figuur 
nog het besluit getrokken worden, dat, als omgeke^d b^ en b^ 
met één der drie punten a gegeven waren, de beide overige pun- 
ten a te bepalen zouden zijn als de twee andere hoekpunten van 
een driehoek, — omgeschreven aan de ellips, die ij en Jj tot brand- 
punten heeft, en door het punt gaat, dat den afstand van het ge- 
geven punt a tot het midden van b^b^ halveert, — en tegelijkertijd 
ingeschreven aan de door a zelf gaande concentrische en homothfr- 
tische ellips. 

5. Terugkeerende voor het geval van willekeurige n tot de aanvan- 
kelgke beschouwing van ieder wortelpunt b als evenwichtspunt voor 
krachten, gericht naar alle wortelpunten a en omgekeerd evenredig 
aan de afstanden tot deze punten, kan het, om meetkundig te veri- 
fiëeren of eenig aangenomen punt b aan deze voorwaarde voldoet, 
van belang zijn eene eenvoudige constructie te kennen, waardoor het 
enkele of resulteerende punt ^ wordt aangewezen, dat met betrekking 
tot b de werking van twee bekende punten bijv. a en a, kan ver- 
vangen; ten einde door herhaalde toepassing van deze constructie te 
onderzoeken, of werkelijk alle gegeven wortelpunten a te samen het 
punt è in evenwicht houden. Zoodanige constructie zou reeds voort- 
vloeien uit de in den aanhef betoogde algemeene eigenschap, krach- 
tens welke voor n^:z2y en nemende voor het toen willekeurige punt 
z thans het punt ö, de resultante bA der meetkundig omgekeerde 
afstanden ba en ba^ gelijk is aan tweemaal den afstand van b tot 
het midden van aa^ gedeeld door het meetkundig product van ba 
tn bai zelve; dat wil zeggen, bA en de resultante van ba en Jaj 
zelve moeten wederzijds gelijke hoeken met ba en bai maken, ter- 
wijl bovendien haar product gelijk aan dat van ba en bai moet 
wezen. Eenvoudiger evenwel is het resulteerend punt J te bepalen 
als tweede snijpunt van een cirkel, die ba in b raakt en door «, 
gaat, met een cirkel, die Jfl, in b raakt en door a gaat; want in 
de aldus gevormde figuur is Lab A = \ eerste boog b Azn iba^J, 
en LaibAz=.\iyveedLehoogbA:=^LbaAy dus ook LbAazzz 
=: LbAaiZzulSO^-^Labai, zoodat de gelijkheid der loodlijnen, uit 
b op a A en op a^Ay geeft baSina^bA'=.ba^SinabA=:ibASindba^\ 

ten bewijze , dat werkelijk de krachten -— , 7 — en — -— , ieder 

ba oö| bA 

evenredig zijnde aan den sinus van den hoek telkens tusschen de 

twee overigen, evenwicht maken. In de gelijkvormige driehoeken 



ha A en ba* A heeft men nog ; — = • = - — , dus bA^=. 

oA a^A bai 

izzaA.a^A en r — r = ^, terwijl de gel^krormigheid van deze 

bai a^ A 

zelfde driehoeken met de twee gelijke driehoeken, waarin het paralle- 
logram op ba en ba i door de diagonaal uit b zou worden inge- 
deeld, weder tot het zoo even gevondene terugvoert. Nog kan men 
opmerken, dat A op eiken cirkel ligt, gaande door b en door een 
paar van punten c en c,, zoodanig op ba en ba^ genomen, dat 
de: ca = C]ai : de, is; want de gelijkvormige driehoeken bc A en 
a,c,^ geven dan steeds ^dc-<df =^a, Cj -^f = 180"* — dC| /^. En 
eindeligk, in verband hiermede (zie ook bijv. Bbiot et Bouquet, 
Geometrie analyUque, 4>^ Ed., 1863, pag. 216—217), is ook het 
resulteerende punt A te omschrijven als brandpunt eener parabool, die 
ba in a en bai in a| zou aanraken. 

6. Het even gezegde heeft betrekking op de samenstelling der 
werkingen van twee of meer punten a op een zelfde punt b. Weder- 
keerig verdient nog het volgende opmerking ten aanzien van de ge- 
zamenlijke werking van alle punten b op een zelfde punt a, bijv. het 

d.m -1 d.n{za) 
punt a^. De identiteit /^ (2?) = ^y of » n (ar— d)= = 

(z'-'ai)n{z-a)\ ^_j d.n(z-a) 

= ;; =. n (ar— a)'\'(z' a*) -= , — waarin 

az 1 az 

n {z^a) dus beteekent het product der » — 1 factoren z — a, ko- 
mende door aan a alle aanwijzers 1 tot », behalve alleen den aan- 
wijzer k zelf, toe te kennen , — geeft door nogmaals naar z te differen- 
tieeren de identiteit 

»-i »-i «-1 »-i 

d. n (z-b) d. n (z-a) d. U (z-a) d^, ïl (z-a) 

«— y. =—^z—+—^z +(^-''*) Tz'^ ' 

neemt men nu in deze identiteiten meer in het bizonder zzzza^, 
waardoor in beiden de laatste term verdwijnt, dan geeft het quo- 
tient van de tweede door de eerste de betrekking 

d.log n (at—b) d.loff ïl ((Zi^a) 

! =2 1 . 

daj^ dait 

dat is S ; =22 



1 



a* — d i «*— a 
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die uitdrukt, dat, ten aanzien van een willekeurig punt at van het 
stelsel der wortelpunten a, de resultante der naar alle afgeleide wor- 
telpunten 6 gerichte krachten yalt langs en de dubbele grootte heeft 
van de resultante der naar alle overige wortelpunten a gerichte krach- 
ten; of met andere woorden, dat ten aanzien van a^ het resulteerend 
punt van alle b in het midden ligt tusschen a^ zelf en het resultee- 
rend punt van alle overige a. Door deze uitkomst wordt o. a. be- 
vestigd, dat de gezamenlijke werking van alle punten by niet op een 
enkel punt a op zich zelf, maar op alle punten van het stelsel a^ 
gelijk zijnde aan het dubbel van de gezamenlijke werkingen van alle 
punten a onderling, welke' laatste elkander twee aan twee opheffen, 
gelijjk nul is; zooals wel het geval moet wezen, omdat juist voor 
ieder punt b op zich zelf de werkingen op alle punten a elkander 
in evenwicht houden. 

7. In den aanvang van dit opstel is gewezen op de omstandigheid, 
dat, b^' de omkeering van den afstand 3— a = p(6b«^-f s^^), de 
richtingshoek ^ geene andere verandering ondergaat dan eene om- 
keering van teeken, en dat het hieraan is toe te schreven, dat de 

• 1 
voorwaarde S ? — = O mag worden opgevat als uitdrukking van 

het aldaar omschreven evenwicht. Dat daarentegen in andere derge- 
lijke gevallen niet altijd zulk eene eenvoudige meetkundige of stati- 
sche beteekenis kan gehecht worden aan de analytische voorwaarde, 

kan o.a. blijken uit het meer algemeene voorbeeld £(3—0)" = O, 

waarin weder a^nom) de wortels eener gegeven vergelqking ƒ (ar) = O 
voorstellen, terwijl m een willekeurige positieve of negatieve, geheele 
of gebroken exponent zou kunnen zijn, die in het behandelde geval 
geligk —1 was. Het gaat nu niet aan, de (in het geval van geheele 
positieve m ten getale van m voorkomende) wortelpunten b van deze 
vergelijking op te vatten als evenwichtspunten van een stelsel naar 
a gerichte en aan de m^^ machten der afstanden tot a evenredige 
krachten; immers voor ieder der n termen (b—a)", waaruit de aan- 
geduide som bestaat, moet de richtingshoek m-maal zoo groot geno- 
men worden als de voor den straal b-^a in de figuur voorkomende; 
en hiermede gaat dus — behalve in het eenvoudige geval m = 1, 

als wanneer het eenige aan de voorwaarde S (^ — a) = O voldoende 

punt by namelijk het zwaartepunt van het stelsel a, werkel^'k even- 
wichtspunt is voor krachten langs en evenredig aan de afstanden tot 
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«, en in het boven b^andelde geval m = — 1, — in het algemeen 
•eene v«rvonnii^ van de betreli^elijke ligging der punten a en b ge- 
paard. Yoor willekeurige m mag dan ook niet besloten worden, het- 
geen voor w = l en»= — 1 wél geldt , dat de wortelpunten b 
steeds binnen den veelhoek der wortelpunten a zouden liggen. Zoo 
liggen bijv. in het geval van ƒ(«) = ^r* — «* = O, waarbij aan 
f(z) = ^gz=zO alleen de oorsprong, of het zwaartepunt of midden 

van de beide wortelpunten = ±a voldoet, de twee voor w = 2 

1 
aan S (J-o)* =(*-a)* + (* + »)' = 2(d* + «*) = O voldoende wor- 

tdpunten d =±td(, in plaats van op de lijn der beide a, weder- 
«yds deze i^'n, en wd zoo, dat z^ met de beide punten « de hoek- 
imatea van een vierkant vomen* Daarentegen ligt wel , als m gdlieel 

n n 

positief is , ieder der opvolgende door 2 (j — a)" = , 2 (ar — «)•- * — O, 

S(0— «)••* = O, enz. bepaalde stelsels wortelpunten b,c,dy enz. 

binnen alle voorgaande stelsels , en dat wél juist op grond van de 
boven bewezen, stelling, daar toch de zoo even geschreven vergelij- 
kingen achtervolgens elkanders afgeleiden zijn. En bovendien heb- 
ben niet alleen deze opvolgende stelsels dus weder een gemeenschap- 
pelijk zwaartepunt en gemeenschappelijke hoofdtraagheidsassen in dit 
punt, maar, wat meer is, zoowel zwaartepunt als hoofdassen zijn de- 
zelfde als die voor het oorspronkelijke aan /(z) =. O voldoende stel- 
sel«ende daaruit afgeleide f (^) = O, f'{z)z=0, /"' (0) = O , enz. ; 
immers vooreerst blijkt uit de onderlinge vergelijking van de twee 
eerste coëfficiënten in ieder der vergelijkingen 

/(») = n(0— a)=:2r"— ;f""*S« + 0'"*Sa«i — «:***Sfl5ajjaj+ enz. 
en 
S (0-»)-=«^--(^) 0-JSa+ Tg) ^^-^Sa^-^g ) ^-»SaH enz., 

dat de hierdoor bepaalde twee stelsels hetzelfde zwaartepunt — 

n 

hebben^ terw^l ten andere door den oorsprong naar dit pont te ver- 
plaatsen de derde coëfficiënt Zaai i^ ^ eerste vergelijking boven 
bleek gelijk — |Sa' te worden, en dus door dezelfde wenteling der 
coördinaten-assen bestaanbaar kan worden gemaakt als die in de 
tweede vergelijking, ten blijke van het samenvallen der hoofdassen. 



OVER DE ONDERLINGE AFWIJKING VAN DEN GROOTE- 

CIRKELBOOG EN DE LOXODROMISCHE KROMME 

TÜSSGHEN TWEE NABIJGELEGEN PLAATSEN 

OP DE BOLVORMIGE AARDE, 



F. t. VAN DEN BERG. 



In een in Deel VII, Stuk I, 1880, bk. 91—101, opgenomen 
-opstel over ff€rrooi cirkel zdleit^\ is door den Heer L. ITakss Bz. 
op Wz. "97, ibrmule (10), door berekeaing gcTonden iir"-= K' --Kzsl 

= -Sinb, als benaderde waarde van het verschil der hoeken van 

affiart K volgens den groeten cirkel ABA' (ae de figuur op Ptaafc I) 
^esi X' volgens de loxodroom A CA' tofiBchen twee nabijjgelegen 
{daatseoL A en A' op den aardbol , die door hare geograj^scfae leng- 
ten ^ <€& ^' en bseedten è ea i' gegeven zijfa, en waarvoor AssZ-^i 
hdi lengtever»^ ia. 

Deae formnk kan ook vrij eenfoudig meetkundig WJordea bewezeiu 
Stelt namd^k F >de itaastbijgelegen aardpool, QPT de aavdas, FA 
dien meddiaaji van A en FA' dien van A' voor, dan mag men, 
soolang de koeken K, K\ K" nkt nauwkeuriger verlangd wozdirai 
dan tot deQel£cle orde van grootte, waartoe het lengijeverscidl A, het 
breedte versehil h'—i en de bogen of .afstanden ABA' ^i A CA' 
behooren, de beschouwing der in werkelijkheid op den bol gelegen 
ligaur vervangen door die van hare projedae op het vlak, dat den 
bol in A raakt en dus de raaklijnen AT van den m^idiaan, AB 
van den groeten cirkel en AD van de loxodroom in genoemd punt 
bevat. Dat deze i^ervanging geoorloofd is, ie o. a. af te leiden uit 
de algemeene eigenschap, dat» ak men eene willekeurige vlakke figunr 
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projecteert op een vlak, dat daarmede een' kleinen hoek yan de eer- 
ste orde maakt, in beide figuren niet alleen de yerhoudingen van 
overeenkomstige inhouden en yan overeenkomstige afstanden, welke 
yerhoudingen door cosinussen van kleine hoeken worden aangegeven, 
maar dan ook de yerhoudingen der sinussen van overeenkomstige 
niet of al kleine hoeken — door iederen sinus te schreven als quo- 
tient van den dubbelen inhoud van een op de beenen van den hoek 
afgesneden driehoek door het product dier beenen, — en eindelijk 
ook de yerhoudingen van overeenkomstige hoeken zelve, slechts in 
de tweede orde van de eenheid afw^'ken. Uit deze eigenschap volgt 
namelijk eene dergel^ke b^* het projecteeren van eenig klein gedeelte 
van een gebogen oppervlak op het raakvlak van een nab^gelegen 
punt van dat oppervlak. Meer in het bizonder blijven in het tegen- 
woordige geval niet alleen de hoeken in A zelve geheel onveranderd, 
maar ook de in het raakvlak van A' liggende hoeken 'van den me- 
ridiaan met den grooten cirkel en met de loxodroom aldaar onder- 
gaan bij het projecteeren op het raakvlak van A slechts veranderin- 
gen van de tweede orde, en de hoek der beide laatste krommen 
onderling slechts eene verandering van de derde orde; al welke ver- 
anderingen alzoo verwaarloosd mogen worden. Bovendien mag dan 
tevens de projectie der raakl^'n van den meridiaan in A', welke 
projectie eigenlijk uitloopt op een punt der geprojecteerde aardas , dat 
is van AT, dat op kleinen afstand van de eerste orde van T ver- 
wijjderd is, en die dus, wegens ^ATA' zelf van de eerste orde, 
een' kleinen hoek van slechts de tweede orde met A'T maakt, ge- 
acht worden met A'T samen te vallen. Voor alle tosschen A en 
A' liggende punten*, hetzij van den grooten cirkel of van de loxo- 
droom, gelden blijkbaar dezelfde opmerkingen. En daardoor is men 
dan gerechtigd, in het raakvlak van A niet alleen den grooten cir- 
kel, wiens vlak loodrecht op dat raakvlak staat, te vervangen door 
de rechte 1^'n AA', maar tevens de loxodroom te beschouwen als de 
kromme, die alle door Tin het raakvlak getrokken rechte lijnen sni|jdt 
onder den standvastigen koershoek TAD = ir der loxodroom; dat 
is te beschouwen als de door A en A' gaande logarithmische spiraal 
met T tot pool. 

Het koers- of azimuthverschil K" op den bol is dus b^* den ver- 
langden graad van benadering niet anders dan de hoek tusschen de 
koorde AA' en de raaklijn AD dezer logarithmische spiraal. Zij 
nu A'D de raaklyn derzelfde kromme in A', dus LTA'D= 180**— Z*, 
dan is in den door de beide yoerstralen en de beide raaklijnen ge- 
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Yormden vierhoek TA DA' de som der overstaande hoeken A en A' 
gelijk 180°, zoodat die vierhoek in een cirkel past, en dus ook de 
hoek A'Dö der raaklijnen geUjk is aan den hoek ATA' der voer- 
stralen (welk een en ander zelfs zou gelden, ook al was AA' geen 
kleine, maar een willekeurige boog der logarithmische spiraal). Maar 
juist omdat hier AA' klein is, hebben de hoeken der koorde AA' 
met de raaklijnen in hare uiteinden onderling een verschil, dat in 
vergelijking van deze kleine hoeken zelve van de eerste orde en dus 
in werkelijkheid slechts van de tweede orde is; en mag men dus 
nemen Z" = A'AD =AA'D = JA'D« = ^ATA'. Denkt men 
zich nu, om dezen hoek ATA' te meten, uit T met TA als straal 
een* cirkelboog tot aan TA' beschreven, dan mag deze niet alleen, 
hetgeen voor het tegenwoordige doel voldoende zou zijn, tot in de 
eerste, maar wat meer is en zoo straks van dienst zal wezen, tot in 
de tweede orde worden opgevat als de bij het lengteverschil A be- 
hoorende parallelboog AA" van A; immers, stelt men zich de raak- 
lijn van den door A' gaanden meridiaan in het uiteinde A" van 
dezen parallelboog voor, dan heeft het werkelijke punt A' van den 
aardbol een' afstand van de tweede orde tot deze raaklijn, welke 
afstand, evenwijdig loopende aan den aardstraal van A", een' hoek 
van de eerste orde maakt met den straal van A, dat is met de nor- 
xnaal op het vlak van teekening, en dus op dat vlak eene projectie 
van slechts de derde orde heeft; hieruit volgt, dat in dat vlak ook 
de hoek ATA' slechts in de derde orde verschilt van den hoek tus- 
schen TA en de projectie van TA", dus (bij toepassing van de bo- 
ven aangehaalde algemeene eigenschap op de verhouding van den 
hoek ATA" der eerste orde en diens projectie) evenzeer slechts een 
verschil van de derde orde heeft met dezen hoek ATA" zelf, die 
eindelijk, behoudens wederom een verschil van de derde orde tusschen 
den in zijn vlak uit T beschreven cirkelboog AA" en den parallel- 
boog AA", door dezen laatsten boog gemeten wordt. En van daar 
alzoo, dat tot in de tweede orde hoek ATA' geligk mag worden ge- 
nomen aan het quotient van genoemden parallelboog, die de loodlijn 
A.q,z=i AT Sin AT(i = AT Sinb op de aardas tot straal en A tot 

A.AQ 

middelpuntshoek heeft, gedeeld door AT, dat is LATA' = -^7^ = 

=: A iSï»J, terwijl men ten slotte -—maar wat dit betreft, slechts tot in 
de eerste orde nauwkeurig, — heeft de verlangde formule 

K" = { ATA'ziz ^Sinb. 

N. A. V. W. Dl. IX. 2 
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3. Niet alleen kan op deze wijze, onafhankelijk van de formulen 
voor de beide koershoeken K en Z' zelve, de formule voor hun 
verschil worden opgemaakt, maar tevens kunnen, ofschoon iets meer 
omslachtig, de formulen voor ieder dezer koershoeken voor zich uit 
dezelfde figuur tot in de eerste orde worden afgeleid, indien men 
zich daartoe slechts nauwkeurig rekenschap blijft geven van de ver- 
schillende orden van grootte der te beschouwen hoeken en lijnen. 

Beginnen wij met den koershoek TAA' = irvan den grooten 

A'B 
cirkel. De loodlijn A'E op AT nederlatende, is ^^ir = -pp = 

A'TiSïwATA' 
^^ AT— VTCb ATA^ ' zoodat het, om TgK \a\. in de eerste orde 

te bekomen, noodig is A'E en A E, en daartoe A'T en hoek ATA', 
tot in de tweede orde te kennen. Tot in die orde is zoo even reeds 
gebleken il ATA' =, XSinb; en wat A'T betreft, merke men op, dat 
wegens AA' van de eerste orde, het werkelijke punt A' van den 
aardbol een' afstand van slechts de tweede orde tot zijne projectie 
A' op het vlak van teekening heeft, zoodat de projectie A'T slechts 
in de vierde orde van de werkelijke A'T verschilt, die op hare beurt 
weder slechts een verschü van de derde orde heeft met de overmaat 
van AT boven het breedteverschil van A en A'; dit breedteverschil 
voorstellende door de enkele letter /^ = d' — 5 (ter bekorting in 
plaats van de notatie Ab bij den Heer Janse), is alzoo tot in de 
tweede orde nauwkeurig A'T= Coth — A. En hiermede wordt dan 
{Coth-A).\Sinb X[Co8h-A^n h) 

Cotb^^()oth^A) I 1 I A -I r 

XCosh „. , X^Sinh.Coa^h 
= — -■ A>S»«o— zm » 

waarbij nog op te merken valt, vooreerst, dat hier de teller A'E = 
= A(Cb«3— A/St»^) = ACb»(d-|-A) ook had kunnen worden voor- 
zien, omdat de loodlijn A'E volstrekt gelijk is aan den afstand van 
het punt A' op den bol tot het meridiaanvlak ATQ', welke afstand 
slechts in de derde orde verschilt van den parallelboog XOoê{b^A) 
van A'; ten tweede, dat evenzoo de noemer A E gelijk gevonden is 

aaa de som der beide segmenten A en ^ »/^\, - !} ■ % of tot in 

»(C©ro — A) 

de tweede orde \, ^ .! , waarin AB door een uit T met den straal 
2Cotb 

TA' beschreven cirkelboog zou worden ingedeeld; ten derde, dat hier 
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en in het verrolg de toevoeging van de vereisehte en later waar 
noodig gemakkelijk te herstellen machten van SinV bij de verschil- 
lende term^i (om als A en A in minuten gegeven zijn alles in deelen 
van den straal uit te drukken) kortheidshalve wordt achterwege gelaten. 
Thans overgaande tpt de berekening van den koershoek TAD=Z' 
van de loxodroom, brengen wij daartoe den meridiaan PB CF aan, 
die het lengteverschil A midden doordeelt, en waarvoor om de vroe- 
ger voor A'T uiteengezette reden de deellijn TB CF van hoek 
ATA! =1 XSinb als projectie der raaklijn, zoowel in het snijpunt B 
met den grooten cirkel, als in het snijpunt C met de loxodroom, mag 
worden opgevat; terwijl, als F het snijpunt met de raaklijn AD 
voorstelt, de drie punten B, C en F, die onderling slechts afstan- 
den van de tweede orde hebben, ieder tot in de eerste orde geacht 

mogen worden de gemiddelde geographische breedte ^(5 + ó') = ó + - 

van A en A' te bezitten (zie hieromtrent later nadere bizonderheden). 

Laat men nu uit F de loodlijnen F G en F G' op AT en A'T neder, 

die dus niet alleen zelve gelijk zijn , maar ook T G = TG', en als 

men nog FH||DA' trekt, bovendien AG = G'H geven, dan heeft 

FG 
men TgK! =::: v^, waarin weder teller en noemer ieder tot in de 

tweede orde nauwkeurig in rekening gebracht moeten worden. Daar- 
toe is vooreerst, met hetzelfde recht als zoo even voor A'E geschied 

is, de teller F G als de parallelboog ö^<^*(^+o ) te beschouwen, 

waarin namelijk, omdat de middelpuntshoek ~ reeds van de eerste 

z 

orde is, de straal C5o»f^+- J ook tot in de eerste orde mag vol- 
staan; terwijl ten andere, — uithoofde het verschil der raaklijnen AD 
en A'D en du« ook de afstand DF van de tweede orde is, alsmede 
de hoek HFa van de eerste, en dus de afstand A'H van de derde 
orde, zoodat deze laatste tegenover A'G' bij de berekening van AG 
mag worden verwaarloosd , — de noemer A G =: G' H = A' G' = 

= ^(AG+A'ö') = ^{(AT-TG) + (TG'~A'T)} = i(AT-A'T) = | 
mag genomen worden. En men verkrijgt alzoo door deze meetkun- 

dige beschouwing de benaderde formule TgK'zzz , zijnde 

2* 
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dezelfde die o. a. b^ D. J. Beouweb, TheoreHsche en praktUche 
zeevaartkundey 1^ Deel, 1864, blz. 62, als de onmiddelligk aan 
(IX) voorafgaande formule door berekening gevonden is, en die bij 
ontwikkeling tot in de eerste orde nauwkeurig geeft 

3. Deze laatste formule stemt ook overeen met (9) van den Heer 
Janse; niet alzoo de boven voor TgK gevondene met (6) van den 
Heer Janse. Die formule (6) is dan ook m. i. tot in de eerste orde 
niet de juiste; en dat zij niettemin in verband met (9) tot de juiste 
formule (10) voor het koersverschil geleid heeft, is alleen, te danken 
aan eene bij de afleiding van (10) begane verrekening van zoodani- 
gen aard, dat daardoor juist weder de fout in (6) wordt opgeheven. 
Bovendien hebben evenzeer bij de afleiding van de juiste formule (9) 
zelve twee misrekeningen plaats gehad, die ook elkanders invloed op 

de uitkomst ophieven; en is o.a. de formule (7), waar Cb«(i+- j 

in den noemer in plaats van zooals boven en b^ Bbouwsb in den 
teller voorkomt, niet geldig. Ik zal de vrijheid nemen, dit een en 
ander nader toe te lichten. 

Vooreerst, wat (6) betreft, valt op te merkeu, dat het niet aangaat 
zich b^ de uitvoering der in de onmiddell^k voorafgaande formule 
aangeduide deeling te bepalen, zooals aldaar gezegd wordt, tot de 
twee eerste termen; daar toch het al of niet in rekening houden van 
termen beheerscht wordt door de vraag, niet of in hunne uitdruk- 
king de eerste machten der kleine grootheden A en A voorkomen, 
maar of zij zelve werkelijk van de eerste orde zijn; men dient dan 
ook b\j die deeling, in verband met de omstandigheid, dat alleen de 
eerste term van den noemer van de eerste orde is, maar de derde 
even goed als de tweede term slechts tot de tweede orde opklimt en 
dus tegel^'k met dezen tweeden term behouden moet worden, ook 
in het quotient de drie eerste termen aan te houden; zoodat dan 
werkelijk de boven voor TgK gevonden waarde komt, waarvan de 
laatste term, al hangt h^* af van A' en van A', toch op zich zelf, evenals 
de tweede term, slechts van de eerste orde is. Het tweede lid van (6) 

alzoo met dezen derden term r-~ aangevuld zijnde, geeft 

de substitutie daarvan in de formule (5): Jr^^= f ,^ = 

l-rlgJi. /IgK 



81 



?^nb X^Sinb.Oos^b 



2A* 

in plaats van de aan (10) voorafgaande 



formule; en alleen dan ook tengevolge van het in rekening brengen 
in teller zoowel als in noemer van de twee hier neergeschreven ter- 
men van dezelfde orde gaat nu de deeling tot in de eerste orde 

juist op en geeft naar hehooren K" = -Sin b; terwijl het daarente- 

gen, indien de door den Heer Janse aangewezen deeling de juiste 

was, bij de uitvoering daarvan weder niet geoorloofd zou wezen den 

tweeden term in den noemer tegen den eersten weg te laten, en het 

^ ^ , , , .... , ^ X^Sinb.Oos^b 
quotient dan ook nog een bijkomenden term —j van 

de eerste orde zou bevatten. 

Thans over de afleiding van formule (9). Daargelaten dat de 
in de 4«, 2« en 1* regels v. o. van blz. 95 en in den 1«" regel 
van blz. 96 voorkomende coëfficiënt \ overal moet worden wegge- 
laten, dat de 2« regel van blz. 96 zou moeten worden gelezen 
= 2Cos{b-\- \Ab).SiniAb-\- en dat, dewijl in de aan (8) on- 
middellijk voorafgaande formule de laatste term in {Aby is opgeno-* 

men, ook in den eersten term van het tweede lid aldaar - — ; — ; 

Oos\Ab 

niet =1, maar = 1 + 4(A^)*^»*1' had moeten genomen wor- 
den — is gewichtiger bedenking te maken tegen het buiten reke- 
ning laten van den tweeden en van alle volgende termen in evenge- 
noemden tweeden regel van blz. 96, hetgeen slechts dan geoorloofd 
zou zijn, als niet alleen Ab, maar b zelf en dan ook b' kleine groot- 
heden waren; in welk geval aan den voet van blz. 95 de beide 
reeksen in b' en in b tot hare eerste termen S&nb^ en Sinb zouden 
mogen worden afgekort, terwijl daarentegen thans alle hoogere ver- 
schillen Sm''b*'-Sin''b even goed als het eerste verschil SAnb' — Sinb 
tot de eerste orde van grootte blijven behooren, en dus geenszins 
verwaarloosd mogen worden. Door de hier begane misrekening ten 
aanzien van den noemer A v^b. van (3) laat zich dan ook het bo- 
ven reeds opgemerkte foutieve van de formule (7) verklaren. En dat 
desniettemin daaruit de behoorlqke formule (9) te voorsch^n is geko- 
men, is weder te danken of te wijten aan de omstandigheid dat, terwijl 

na de aan (8) voorafgegane uitrekening der waarde van - — - 

0?*(6 + yA6) 
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deze waarde, gesteld dat (7) juist was, met — - had moeten verme- 
nigvüldigd worden om TffK' op te leveren, daarentegen in werke- 
lijkheid in (8) diezelfde waarde gebruikt is als deeler op — . Ook 

hier dus is alleen door compensatie van twee fouten de goede uit- 
komst verkregen. 

Ten slotte moge nog op enkele misstellingen of drukfouten van 
minder belang in het opstel van den Heer Jansb gewezen worden. 

De vijfde opgaaf in de laatste kolom der Tabel van blz. 93 moet, 
in verband met de overige opgaven in die kolom en in de voor- 
gaande breedte-kolommen, en ook in verband met de volgende alinea, 
waarsdujnlijk luiden 51*42' in plaats van 5 2® 42'. 

Op blz. 94, regel 3 v. o., moet de laatste term zijn ^*5.2^'A5. 

Blz. 96, regel 7 v. o., staat b, lees A 5. 

Blz. 97, laatste regel, zal 1224 tot 1203 vervangen moeten wor- 
den door 1225 tot 1243. 

Eindelijk de opmerking, dat het bewijs op blz. 99—101 voor de 
gelijkheid der hoeken, die op den bol en op de kaart van Mercator 
gevormd worden tusschen den grooten cirkel en den meridiaan , over- 
bodig zou kunnen geacht worden, indien men als bekend wil aan- 
nemen, zooals bijv. bij Brouwer, blz. 122,. sub d geschiedt, dat 
de voor deze kaart gebezigde projectie-methode eene zoogenaamde 
conforme is, en dat dus alle hoeken onveranderd in grootte van den 
bol op de kaart overgaan. Trouwens , indien men er, zooals de Heer 
Janse, van uitgaat, dat de hoek van de loxodroöm met den meri- 
diaan onveranderd blijft, kan het niet missen, of door het aanleggen 
van rakende loxodromen in het hoekpunt komt men tot hetzelfde 
besluit ten aanzien van hoeken, door willekeurige krommen op den 
bol gevormd. 

4. Uit de gevonden formule K" z=--Sm6 voor het koersverschil 

2 

volgen ook onmiddellijk formulen voor twee andere grootheden, die 
eigenaardig het onderscheid tusschen den grooten cirkel en de loxo- 
droöm aanwijzen, namelijk hun bij benadering in het midden te 
meten grootsten ouderlingen afstand of pijl BC, en het verschil der 
afstanden van de eindpunten A en A' volgens beide krommen ABA' 
en A CA' zelve. Om deze twee grootheden te berekenen, kan men 
gebruik maken van de voor een' kleinen boog eener willekeurige 
kromme geldende benaderingsformulen, komende door zich dezen 
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boog door dien van den kromtecirkel vervangen te denken. Stelt 
namelijk 8 de lengte van den boog, ^ zijn' hoek met de koorde, en 

a g 

dus —-r den kromtestraal voor; dan is de pijl gelijk —- (1 — Cto«0) = 

= -— . ^ = — ; en de overmaat van den boog boven de koorde 
2(p 2 é ^ 

8 8 d)' 8^^ 

gelijk 2.-— r (0-i&»«p) = - • ^ = -^ , in welke uitdrukkingen 
2 <p (p o o 

van de tweede en de derde orde nu 8 naar willekeur den boog zelf 
of de koorde kan beteekenen. 

Bg de toepassing op het t^enwoordige geval, waar men twee 
krommen onderling te vergelijken heeft, schijnt het dienstig, ten 
einde ééne daarvan als het ware tot eene rechte lijn te herleiden^ 
gebruik te maken van den langs den groote-cirkelboog «=ABA' 
om den aardbol beschreven omhullingscilinder, waarop ook binne» 
den beoogden graad van benadering de loxodroom «' = AOA' mag 
geacht worden te liggen, en tot de ontwikkeling van dezen cilinder 
over te gaan; waarbij dan, terwijl de afstanden 8 en «', hunne hoe- 
ken in A en A' en de pijl BC onveranderd blijven, 8 koprde wojrdt 
van den ontwikkelden boog «'. Men heeft dan ook slechts, om ii^ 
de eerste plaats den loodrechten onderlingen afstand van grpotep 
cirkel en loxodroom te vinden, in de zoo even voor den pijl gevon- 
den formule aan de algemeene 8 de beteekenis te geven hetzij vai:^ 

de hier genoemde 8 of «', en 4^ = JT" z:^ - Sinb te substitueeren ; 

2 

8 A 
waardoor men verkrijgt — Sin b. Is het daarentegen te doen om dien 

o 

a&tand BO, gemeten langs den middelmeridiaan, dan dient deze 

8 X 

waarde — Sinb nog door Sin ABC, dat is benaderd door iSï»TAA' = 

o 

A'E XCo^b ^ „, ^ X J .. -n^n. «*^, 

= -r— , = j gedeeld te worden om te verarijgen B C r=: ~ 2^ J, 

aA. 8 o 

eene uitkomst trouwens, die, wat dit betreft, ook wel zouderden om- 
hullingscüinder had kunnen bekomen worden, door namelijk, behou- 
dens wederom gemakkelijk te beredeneren geoorloofde benaderingen, 
in het vlak van teekening zelf partij te trekken van den reeds boven 
door de punten T, A,D (dus ook nagenoeg F) en A' gelegden cir- 

T.O ^ï" AB.BA' lij 8^ ^ ^ 
kei, gevende evenzeer BC = — = -^^^ = ^^^= ~ T^b. 
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Wat betreft de overmaat van den afstand .«'=iACA' boven 

«:=ABA' komt, door in de gevonden algemeene formule -j- de- 

6 

A «A* 

zelfde substitutie 0=:K" =z- Sinb ie verrichten, 8' — s=, -öT"^»* ^' 

Ook deze uitkomst zou men desverkiezende zonder behulp van den 
omhullingscilinder kunnen afleiden, bijv. door eene beschouwing als 
hier volgt. Vergelijkt men den groote-cirkelboog en de loxodroom 
ieder voor zich met de koorde, die de op den bol zelf liggende pun- 
ten A en A' verbindt, dan geeft evengenoemde formule voor hunne 
overmaten boven deze koorde een zesde van het product van onver- 
schillig welk der drie genoemde afstanden met het vierkant telkens 
van den hoek in A, begrepen tusschen den grooten cirkel en de koorde, 
of tusschen de loxodroom en de koorde; en onderlinge aftrekking 
van deze twee overmaten doet dus voor de overmaat van loxodroom 
boven grooten cirkel kennen een zesde van het product van denzelf- 
den afstand met de overmaat van laatstbedoeld boven het voorgaande 
vierkant. Nu z^n de beide genoemde hoeken evenals de onderlinge 
hoek der twee beschouwde krommen kleine hoeken , en daar zij voor- 
komen als de vlakke hoeken van een' drievlakkigen hoek, mag dus 
de bolvormige driehoek, die tot maat van dezen drievlakkigen hoek 
dient, beschouwd worden als een vlakke driehoek, die, gelet op den 
loodrechten stand van het vlak van den grooten cirkel op het raak- 
vlak in A, nog daarenboven rechthoekig is in het op de raaklijn 
aan den grooten cirkel liggende hoekpunt. Van daar dat in dezen 
driehoek , wiens hypotenuse en beide rechthoekszijden de hoeken me- 
ten tusschen loxodroom en koorde, tusschen grooten cirkel en koorde, 
en tusschen loxodroom en grooten cirkel, de boven verkregen over- 
maat van het vierkant van den eersten boven dat van den tweeden 
dezer hoeken gelijk blijkt aan het vierkant van den derden hoek, 
dat is van K"; en ook langs dezen weg komt men dus tot de for- 

mule r — « = — — = -ttj- Si>n* o terug. 

5. Wil men den pijl BO nauwkeuriger dan tot in de tweede orde 
berekenen, dan kan men hem beschouwen als de overmaat der breedte 
j3 van het punt B, waar de groote cirkel, boven de breedte P' van 
het punt C, waar de loxodroom door den middelmeridiaan PBC ge- 
sneden wordt; en eerst deze beide breedten ieder afzonderlijk bepalen 
door formulen, die ook zouden gelden in het geval van willekeurig 
lengteverschil A en breedteverschil A tusschen de punten A en A'. 
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Daartoe heeft men yooreerst, wat fi betreft, door gel:gk8telling der 
beide waarden, die men yoor OotK uit de bolvormige driehoeken 
PAB en PAA' afleest, 

gerende Tg^ = i^ 1 L — MlIiL, 

dat is eene formule, die men desverkiezende ook door meetkundige 
beschouwing kan ve^oijgen ; namelijk door zich yoor te stellen , dat 
de bolyormige driehoek PAA' met den deelboog PB ran uit het 
middelpunt der aarde geprojecteerd wordt op het raakvlak in de pool 
P, als wanneer de projectie van dezen deelboog , dat is Cot^^ blijkt voor 
te komen als deellijn yan den hoek A in den geprojecteerden rechtHjnigen 
driehoek, die Coth en CotV tot zijden om dien hoek heeft; zoodat 
men , — door neder te schrijven, dat de som van de inhouden der beide 
driehoeken, waarin deze driehoek door genoemde deellijn wordt inge- 
deeld, gelijk is aan den inhoud van den driehoek zelf, — dadelijk heeft 

\{(hth\Coth')Cot^.Sin\ = \Ck)th.C!otV.^K en dus ook 



r,,=si±-?£.^. 



, zoo even. 

2Cba~ 



Wat betreft de breedte (3' van het punt C der loxodroom, deze is 
evenzeer af te leiden uit de gelijkstelling der beide waarden, die 
voor de cotangens van den koershoek K' dier kromme gevonden 
worden uit hare bogen AG en A GA', namelijk 



NeplogTg (45°+|) -NepUgTg[^.^'^\ |) 
gevende dus 



iNeplogTg (^S'+^j =iV^%r^ (^46°+ ^] ^NeplogTg^é^h"^^^, 
of Tg* (45°+ f) = 2^- (45°+ I) .Tg (46°+ |) , 

1+21/|- \ 1+25/2 ^ + ^^2 

— 0' y = b V' 

l-TglJ l-Tg- l-Tg - 

dat is, door wederzyds het gelijkteeken de eenheid beurtelings af te 
trekken en op te tellen, en daarna de quotiënten dezer uitkomsten 
gelijk te stellen. 



Gaat men nu, na deze nauwkeurige formulen yoor 5^(3 en ^«P' 
opgemaakt te hebben, weder over tot de onderstelling, dat A en A 
geringe waarden hebben, 5an vindt men, invoerende de notatiën 
(3 = i -f 5 en j3' = ^ + y, de volgende benaderingsformulen, namelijk 
vooreerst: 

Tff{è -{-$)= ?^^^±^Ii±^^ dat is, door zich bij de ontwikke- 
2 Cos- 

ling volgens de reeks van Taylor te bepalen tot de tweede orde 
van grootte, 



Cos^b ' Cos^b 



<'-¥) 



A . , /Sï^d A 



waaruit 5 nz - -f — IJ^ ^ 4- -^ ^5^*» ^^ • ^ö« ó — ^* IJ^ A ; en dus door 
2 2 8 

hier in den laatsten term met voldoende benadering weder 

A A A'' A* 

$=- te substitueeren, pzz:ó+ 5 = /^+ ^ +7- r^d+ y/S^^^.O)*^; 

en ten andere: 
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Sin{6 + y) = ^ \ dat is iSfwi + ^ Cba d - ^ ^»d z= 

= /Sï»d+ - Cb«ó, waaruit ^= - + — r^i, en dus op dezelfde 

A A* 
wijze als zoo eren P' = + ^ = 0+- + — T^ó. 

Ook deze beide formulen , — die door aftrekking geven B O = — (3'= 

= ^ " ^'="r ^^+ -r-^»*.C59«i, dat is, dewijl men bij eerste bena- 

o ö 

dering heeft «* = AA'» = AE» + A'E* = A* + A» (7o«*d, naar be- 
hooren nogmaals de reeds boven tot in de tweede orde gevonden waarde 

BC=z. — Tffö, — hadden weder ieder voor zich meetkundig bewezen 

o 

kunnen worden. Daartoe geeft namelijk de figuur vooreerst, gebruik 
makende van eene bekende formule voor de hoekdeellijn van een 
driehoek , 

5 = p-A = TA-TB = TA-i/(TA.TA'-BA.BA') = 

= Cotb-V {Cotó,{Cot6-'A)-\{A^ +X* Co8^ 6)} =2 

= Cotb-Cotè.ll- (l!iTff6+ ^ r^»d+ Y^»*^)}^ = 

A A^ A* 

= - + -— Tgb + — Sinb.Oosb; 
2 ^ 4 ^ ^ 8 

en ten andere, gelet dat in de logarithmische spiraal de voerstraal 
TC middenevenredig is tusschen TA en TA', 

5'=p'-ó=TA-TG=TA-i/TA.TA' = Co^3-l/(7o^J.(a?^5-A)= 

= (htb-Cotb.{l^ATgb)^z=Cotb'-mb.U-^Tffb-Y^ff*^)'= 
A A* 

zijnde beide uitkomsten werkelijk dezelfde als zoo even door bereke- 
ning gevonden. 

6. Wil men evenzeer de koershoeken jK* en iT en hun verschil JT", 
in plaats van zooals boven in de eerste orde, ook tot in de tweede 
orde van grootte nauwkeurig kennen, dan schijnt het eenvoudiger, 
ook voor dit doel van de zoo even reeds gebezigde formulen voor 
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de cotangenten dan van die voor de tangenten dier hoeken gebruik 
te maken. 

In de eerste plaats heeft men dan CotK = ^ — ;;; , 

waarin nu teller en noemer tot in de derde orde dienen ontwikkeld 
te worden; dit doende, voor ssoover den teller betreft door middel 
van de reeks van Taylor, komt 

^.r. * Cos^ó^ Oos*6^ SOoi^b f V 2/ 
CotKzzz -j ; 

£n in de tweede plaats is 

Oot K. ^^ , 

A 

gevende evenzeer volgens Taylob, omdat de eerste, tweede en derde 

differentiaalquotienten van de functie NeplogTg i^h^-^- -\ zyn 

1 Sinb l^Sin ^'b 

Oo8ó' Coè^b ®" Co9*b ' 

dat is dezelfde formule, die ook b^ Bbouweb, blz. 61 onderaan, 
voorkomt. 

Substitutie van de beide gevonden waarden geeft wijders tot in de 
tweede orde 

,,_ 1 CotK-CotK' 



A 



Sinb 



OotiK'-K)'^ l^CotK.CotK! 



~ .1. ^* . ^ /., 3>8ï»d . A* . \ ' 

^+c^^+cb^(^'2aii7 + yH 

hetgeen b^ ontwikkeling onder één der drie volgende vormen kan 
geschreven worden 

2 1 ^ eOosb I 2 1 \ 2/ eCosbf 



= 6^{^* + (^«»**-^)^(*+i)} 



die o. a. leeren, dat — als men zich bepaalt tot de gevallen van 
geen te groot lengteverschil A, omdat het anders niet zou hebben 
aangegaan in teller en noemer van CotK voor CosX en SinX te 

A* A' 

nemen 1 — r- en ^'^''r* — voor positief breedteverschil A en naar- 
mate 8Cb«*3 — 1 = is, endu8Cb«d= } 1/3, de afgekorte formule 

JC"=: -^nb eene te kleine, de juiste (namelijk tot in de tweede 

orde), of eene te groote waarde geeft; alsook dat, wat de door den 
Heer Jamse op blz. 98 ter sprake gebrachte vervanging van den 
sinus der breedte van afvaart b door den sinus der middelbreedte 

ó -f - in deze afgekorte formule betreft, daardoor slechts dan het 
2 

voordeel van een geringer bedrag der volstrekte fout bereikt wordt, 
wanneer 8Co«*^-l>l of Cosb> }i/6 is. 

Uit den tweeden voor JT' gevonden vorm laat zich nog dadelijjk 
het koers- of azimuthverschil Z'^'rr AA'D tusschen grooten cirkel 
en loxodroom bij het punt van aankomst A' afschrijven, door name- 
lijk b te vervangen door ^ + A , A door — A , A door — A en K'* 

door -K'", waardoor komt Z"'= | {^ (*+ |) + ^^j). 

Men heeft dus tot in de tweede orde nauwkeurig JE"4-jr" = 

= ASÏ»(4+|) = ^{^« + ^(« + A)} en E!"-K!'=-^^. 

In het bizondere geval van 3' = 6 of i^=:0, als wanneer de 
loxodroom met de parallel samenvalt, komt tot in de tweede orde 

K"z=i£!"z=z^Sinby zooals ook rechtstreeks volgt uit de nauwkeu- 

rige formule in den alsdan in C rechthoekigen bolvormigen driehoek 

PAO, namelqk Cósm^''b) = Cbt{20^^K").Oot^ of T^JT'ss 

• 7. Ten slotte moge hier nog tot in de derde orde de berekening 
van de a&tanden ABA' = « volgens den grooten cirkel en AGA' = «' 
volgens de loxodroom plaats hebben, uitgedrukt in het gegeven 
lengte- en breedteverschil A en A, en waartoe althans voor / de 
voorafgaande kennis van den bovengevonden koershoek jT tot in de 
tweede orde noodig zal blqken. 
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De afstand a komt te yoorschijn door toepassing van de hoofdformule 
der bolvormige driehoeksmeting op APAA', welke toepassing geeft 
Co88 = Sinö. Sin{b + A) + (7o5Ó . Co8{b + A) . Cb« A = 

en dus tot in den verlangden graad van benadering 

-T^s=K^è')-!--(-T)-«-«KT-r:). 

waaruit 

dat is, door de drie eerste termen van de ontwikkeling volgens het 
binomium in rekening te brengen, 

s — l/(A * + A 



*Co**5)-Q 



+ 



1 A* + 6A»A*Cb«V> + A*Cb«*^~«*\ \ £i^ X'^ ^n^h.Coè^h 



■)-\- 



24 l/(A»+A*a?«*A) ; 8 (A»^A»(7o«»ó)i 

of eindelijk, door den laatsten term bij één te brengen met het tweede 
gedeelte van den middelsten, nadat met hierin voldoende benadering 
«* = (A*-|-A* Co**^)* gesubstitueerd is, 

" = ^(^^ + ^'^"'^)-" 2|/(AHA>C ^)- 

a4(A> + A»a>«>d)T 

Voor den afstand / heeft men «'= - = l/{A* + (A7'^jr')* }, 

of omdat de omkeering van de boven voor CotS? tot in de tweede 
osde gevonden waarde geeft tot in de derde (»:de 

3 12 Ck)8b 

komt 

en dus, door op dezelfde wijze als zoo even volgens het binomium 
te ontwikkelen, 

8 (£^*+A«Cb»»*)* ' 
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of eindelijk, door bijééntrekking weder der termen van de derde orde , 

Trekt men nu nog ten overvloede van deze laatste formule de 
evengevondene voor 8 af, dan verkrijgt men tot uitkomst 

, __ _ X^ Sin'' b ,{i\'' ^% iS^ >^ Coa'^b ■\' X" CosH) _ 
"" 24(A* + A*''Co«»<5')ï ~ 

_ A''>SmVy.V/<AHA^Cbg»/;) _ » A^ . . 
24 24 

dat is naar behooren dezelfde waarde van de derde orde, die vroe- 
ger langs veel eenvoudiger weg voor de overmaat van de loxodroom 
boven den groote-cirkelboog is verkregen. 



OVER EEN MEETKUNDIG VRAAGSTUK VAN 
KANSREKENING, 



F. J. YAN DEK BERG. 



1. Wanneer men te doen heeft met eene soort van vraagstukken 
in het platte vlak, als waartoe bijv. het volgende behoort: 

//Hoe groot is de kans, dat eene rechte lijn, die een gegeven cirkel 
snijdt, bovendien nog een tweeden gegeven cirkel zal snijden", 

— en van welke soort er bijv. verscheidene voorkomen in eenige der 
laatste deelen van de Mathematical questions y with their solutions y 
from the ,, Educational Times'\ edited by W. J. C. Miller, — dan 
behoort men zich in de eerste plaats rekenschap te geven van de 
wijze of wet, volgens welke alle in het platte vlak te trekken Iqnen 
over het vlak verspreid gedacht worden. Voor zoover de lijnen aan 
geene andere voorwaarde gebonden zijn dan aan die van in het vlak 
te liggen, schijnt de natuurlijkste of, zoo men wil, zelfs de nood- 
zakelijke aanname daaromtrent te wezen, dat eensdeels het oneindig 
aantal door een zelfde willekeurig punt te trekken lijnen onderling 
gelijke hoeken maken, en dat mitsdien ook anderdeels, als men zich 
dit punt zelf op oneindigen afstand verwijderd denkt, het oneindig 
aantal aan eene zelfde wiDekeurige richting evenwijdige lijnen op 
onderling gelijke afstanden liggen; zoodat in dezen zin eensdeels alle 
richtingen rond eenig punt, en anderdeels alle afstanden tot eenig 
punt, geligke kansen hebben. Deze aanname ligt dan ook bijv. ten 
grondslag aan de tweede methode van oplossing, die door Dr. P. H. 
SoHOUTE voor het genoemde vraagstuk wordt toegepast in Cömpte- 
rendu de la 9^ session de Passociation frangaise pour Vavancement des 
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sciences, Beime 1880, (pag. 32 — 86 van afzonderleken afdruk), en vol- 
gens welke h^ , als r de straal van den eersten , R die van den tweeden 
cirkel, en a de afstand hunner middelpunten is, voor de bedoelde 
kans yindt: 

1"*. indien de twee cirkels buiten elkander liggen, 

— [(E + r)BoogSin^^-iR--r)BooaSin^^ + 
Trr L ^ ö 

2®. indien zij elkander snijden, 

en 3<>. indien de tweede cirkel binnen den eersten ligt, 

R 
r 

Dezelfde uitkomsten zijn ook, zooals gemakkelijk is naterekenen, 
als bizondere gevallen vervat in de door Morgan W. Orofton, 
On the theory of local prohahüity, applied to straight Unes drawn at 
random in a plane, etc, {Philosophical Transactions of the Royal 
Society of London, for 1868, Vol. 158, page 181—199) verkregen 
formulen voor de gevraagde kans in het geval van twee wülekeurige 
gesloten convexe vlakke figuren; deze formulen zijn namelijk (page 
185 — 186), als L den omtrek van de eerste figuur, l dien van de 
tweede figuur, X de lengte van een kruiselings of inwendig, en Y 
daarentegen die van een uitwendig rondom beide fignren geslagen 
koord zonder eind voorstelt, achtervolgens in de drie evengenoemde 

gevallen: 1®. — =~; 2**. -^^ , en 3°. -; terw^l aldaar boven- 

L Ij Li 

dien kortelijk melding wordt gemaakt van het geval van niet-convexe 
of ook van niet gesloten figuren. 

Ofschoon dus de tweede door den Heer Schoute gevolgde methode 
voor het opgegeven vraagstuk werkelijk tot uitkomsten in overeen- 
stemming met die van CRorroN voert, neemt dit niet weg, dat men 
toch, wanneer de eerst gegeven kromme hier niet juist een cirkel 
was, bij de toepassing van die methode met eenige omzichtigheid te 
werk zou moeten gaan. Men zou dan namelijk in aanmerking moe- 
ten nemen, dat — als (om ons ten deze bijv. tot het laatste der drie 
genoemde gevallen te bepalen) de onderlinge afstand van de beide 
door eenigen richtingshoek ^ bepaalde evenwijdige raaklijnen voor 
de eerste of uitwendige figuur was p, en voor de tweede of inwen- 

N. A. V. W. Dl. IX. 3 



1 r^£ 

^ jo fi 
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dige figtttir teyenwyo p', -*- ée te berekenen km% zon ^w^dfen i^öorgwfteld, 
niet door - J -r-e^cl), maar door "^.!, . - . - , twee waarden waarvan 

in het algemeen alleen de laatste gelijk - is. Immers als voor 

eenige kromme 8 den boog, p de loodUjn uit de pool op de raaklijn, 
en q den afstand yan het 'voët])iint dier loodl^ ioPt het rltakpimt 
bëteekent, overtuigt men zich gemakkelijk uit de figuur, dat tot in 
fle eerste orde pi0 = d8'\-q-'{q f iq^ = da — dq is; waarvan de 

integraal tusschen O en 2 7 hier voert tot 1 ^S^ ^=. L èu. evenzoo 

I fi'd^=zl. En de beide evengenoemde verschillende waarden 

f^&dé 
' ^^ ®^ Cttq^^ vallen dan ook bij het opgegeven vraagstuk 

slechts daarom samen , wijl aldaar |3 standvastig is. Al moge overigens 
in het algemeen iedere in het vlak beschouwde richting (J) op zich zelve 
,geKjke kans hebben, ongelijk daarentegen, en wél evenredig aan de 
overeenkomstige P, zijnde kansen, dat lijnen van verschillende richtin- 
gen als snijlijnen van de eerste figuur voorkomen; en van daar 
dat, om voor eenige (p de werkelijke kans van gelijktijdige snijding 

der beide fguren uit te dnddcen,, de beixeickeiyke kaxis -r- toch ^s&cat 

weder mét een aan (3 evenredigen faötör zou ïnoeten vermenigvtddigd 

worden, waardoor men zooals gezegd tdt de door </B0FT0n rechtstreeks 

f^Q*d0 l 
bQpaalde waarde ' nia^n^ ^^ r ^ ^*^ ^öins wordt ten^ggeroerd. 

Behalve e^joe .zoo even beschouwde H^re^e memode past de Heer 
ScHOUTE nog eene eerste methode van berekening op het vraagstii 
toe, die tmmdijk gegrond 'is op de hépd^ ^n 4e knius idsft temsi 
uit een willekeurig punt van den eerdt ge^ven 'dfkel getycMen obx)^ 
Iqn ook den tweeden cirkel zal snijden. Mtiar — ^aai^klën 'dat 
op pag. 83 onder moet ^taan 'JÏ^QPQi in ^^aats van jQPQj, en 4jït 
dientengevolge de integralen in 'd oversd vtenrdubbeld «ftoe/fcon w^ordeii "^ 
is aan hét slot Tan zijn opdtel m. i. 'ten onrechte besfleiten tc^ de 
onderlinge gelijkheid der door de beide methoden irerlaegen en in 
werkelgMieid TersdiiHende waarden , (wier ongélijl^eid ^bi^. , wiit ^ne 
laatste formule betreft, dan ook bigkt door daarin hét binnen hfflfe 
aangewezen geldigheidsgrens r'^Ë^^a liggende 'MzöHdeie gevd 
<7 =r: O te onderstell^*). Immers de onderstéllBtg, die b^ ^dese eerdte 
methode in wezenlijkheid ten gronèdag wordt gelegd met betardékkig 
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lot 4e jriif» Tun «re^i^idiQg dar li^iMm in het y]ak , m «bmUj aeo 
4k p«9ten v«a djen eer^n citkd, boacfaouwd als attij|i»it^ ya^ï 
clawdopr gaaade lijnen, ab bet i^are wk^te yoorkeur gfige)^ w<Kdi 
h99m die overige pjumtea van JM ^lak« is oiet d<«a]ld^ ^ ^e |^ 
4é it'iy^aede meithode, iwaar alle punten Fan het vlak in i^lim d«e)ie j^ 
4de^l$A<s wijze voprkomen. Wilde men jdan ook ^b in 4e fi^yeete imr 
tiiQde gevolgde lek^mij^ ioepaseen, maar itoch mp dat^dH ^fltro!^ 
Ue^f ^Han de oAdeirateUUfig Uq de tWieede inethode aang99Amen« .da» 
2oa nie^ nij^luiteiid ¥oor iedar <punjt -Yan 4ep fiext^ém sirk^, WMS 
mfA k((¥el£ie nedbt iroojr ieder pi^iit ^ran het gi^ele arkk* hi^ Wo- 
jAiW, op ^ boitoi >dien curkel, ala kans in rdoenui^ .gehraoht vp^sim 
wsH^n Ae xeuhoudiog nran hat aantal daardoor gaande Jijnen^ dk 
l^id^.okk^ iO^diE^i, tot het aantal, die lü^n iden .«etste» fin^ S9^r 
/i^«, iKa«E9»a hA gemiddelde Yan al d«ze {oaasqh te niHieii lou ^gp^ 
^ b^A^kt meii nu, dqit in h^ algemeen voor M4«!r ip^, l#N9 ^ 
Z^Mige^ of op oojeindigen ftfsUnd, de^e Juina Qf ml i« .of J^ê 4n* 
4ig^ Wfiwde ^qeft^ ma^r dat M aajMbal 4er ispeü^^g «^?r|iügdi$i4$ 
^pmim (Weindig maal gcooter is idim dat der »miig ?#m$^9l^; êm 
J^Juykt d^at, bij de waaridebepding ran het genoemde -gemAdd^d^^ <^9 
l^tate punten hun inyiloed in vergd^king ^rm de oyerigfö K§rJjid?»BU 
^ ^^^(19 z\^ Am Jgan bispalen rtot .de h«achQ,iAwing tder j^wsim '^^ h^t 
j^p^diige, ém dat^ jdaa^ in^ jMeryam d«» aleebts lijden Jisanw^idüg aaa 
#)e9e 'b^^de riqhliing kunnen igetiokken w.Qrden« ;r^ el ivrdiji^ xk]]^ 
Jlj^geo j;e^ )bo)reo 'jv;e«den lOpge^iorU wd ateed^ op ^<di ^etee vgelijke 
Jtoi9f»P tp h$ib^, msi»r, Jb^seiüpuwd <%le a9^'de«id^,dea,eaiKii6«t(Wkd^ 
^e^U miri' êmf^mi ^'l k^ hw /een ciifcel gdtt, .-rr- r«i^n pp »d<^ 
wijze ten slotte toch weder tot de llKffien ^Q^obOJMK^ i^m^^ jpe- 
4te^j rf J^«r fwljQkeiwige %iNren m Aw va» /Jeowbon^ «o«Ü; tetug- 



-jj. iö Mt ifpi58Qptaaöde i?^ zöoal^ «ez^, «egro;id pp de <mA^r 
^l]inffj dat i?eeds y.m dep il>^n»e af de l^pia c9«er jl^et g^»^ 
yiajc in «llen d^el^ gelykiiï^ verdeeld g^daobt wtoid^p , ,§» i^t ^3 
;ia dit .opzjoh* de ,l]|^trekkingj ^;aari» ^j 4Qt de ,^^ g^gpv^ teomjs^ 
3f:^rko^^, piet ,den tiu^ins^ inylo^ toft. 

J)it jape^ tfitu^sctep »iflt>weg, dat ©pk §m e$9^ ««dftüe Sippratöftg, 

^p aljB «eyolg dawrw tevj^B? 4^ ^is^ .w^^ b§ft8fcPQor^§g, aw 

h9t ,ip d^n aapb^f ^epj)jBmde iW F4Pt -flOPiteïljjkc (W5a?ört^l*^ ir^afet 
jFf^ hf^ifm^ jl^u w^d^n ^Qj^^iiQ^d; /eeoe lOpv^iJÉJ^g m^vmW^ ^mhU 
4$ innG^QM^ jy^ji^^ (Van ,d^ «a^aRg ^f ^9 ket mR^ j1# %ffig dl^l^ 
Jikis^d<^ g^ziohtspunt of in «enige meer bizondere betee^pis wor- 

3» 
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den beschouwd, zooals zij b^V. in het opgegeven vraagstuk reeds 
dadelijk ais snijlijnen of koorden van den eersten cirkel kunnen wor- 
den aangemerkt. Bij dergelijke opvatting schijnt het meest natuur- 
lek de wet, waarnaar de lijnen verspreid gedacht worden, te regelen 
telkens zooveel mogelijk naar de eigenaardigheid van het bedoelde 
gezichtspunt; zij het ook, dat het dikw^ls moeielijk zal vallen eene 
wet aan te wijzen, die als zoodanig noodwendig de voorkeur moet 
hebben boven iedere andere. Denkt men zich, om een voorbeeld te 
noemen, den eerst gegeven cirkel weder door eene willekeurige gege- 
ven kromme vervangen, dan schijnt wel de meest natuurlijke aan- 
name, die kromme in een oneindig aantal elementen van gelijke 
lengte in te deelen , en aan ieder deelpunt , beschouwd als het eerste 
der snijpunten van eene snijlijn met de kromme, gelijke. kans te ge- 
ven; maar zelfs dan blijft men eigenlijk nog vrij ten opzichte van 
de wijze van verspreiding van alle door dit punt gaande snijlijnen; 
dit neemt evenwel niet weg, dat in het thans bedoelde geval van 
eene willekeurige kromme de aanname, bijv. dat deze snijjlijnen op 
alle overige deelpunten der kromme uitloopen, — om van andere 
mogelijke onderstellingen te zwijgen — beter met het begrip van 
snjjlijnen of koorden eener kromme schijnt te strooken dan de bij 
de voorgaande opvatting van het vraagstuk aangenomen gelijkheid 
van alle hoeken rond het eerst beschouwde deelpunt. Zooveel is in 
allen gevalle zeker dat, alvorens tot de berekening van eene kans 
te kunnen overgaan zooals in het opgegeven vraagstuk bedoeld wordt, 
het volstrekt noodig is, het anders onbepaalde vraagstuk tot een be- 
paald te maken door zich in allen deele te verstaan omtrent de 
wijze van verspreiding der snijlijnen. 

Houdt men zich meer in het bizonder aan het vraagstuk, zooals 
het met betrekking tot twee cirkels gesteld werd, dan ligt het voor 
de hand om zich , zooals bij de eerste methode van den Heer Schoutb 
geschied is, werkelijk ieder der beide punten, die elke snijlijn met 
den eersten cirkel gemeen heeft, gelijkelijk over den cirkelomtrek 
zelf verdeeld te denken; met dat gevolg, dat niet alleen vooreerst 
alle punten van den cirkel als eerste snijpunten gelijke kans hebben, 
maar dat thans ook, nu het een cirkel geldt, de beide zoo even 
voor eene wülekeurige kromme aangeduide wijzen van verspreiding 
der lijnen rond eenig punt samenvallen in ééne enkele; daarentegen 
zullen nu alle aan eene zelfde willekeurige richting evenwijdige snij- 
lijnen niet onderling gelijke afstanden hebben, maar integendeel op 
den cirkel onderling gel^ke bogen afsneden. M. a. w. de smjjlë^en 
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of koorden komen bij deze opTatting y66t als het samenstel van alle 
zijden en alle diagonalen van een regelmatigen in den cirkel beschre- 
ven veelhoek van een oneindig aantal zjjden. 

Voor het opmaken nu van de kans van snijding met den tweeden 
gegeven cirkel, met welke kans wij ons in de thans omschreven on- 
derstelling hier verder zullen bezig houden, schijnt het dienstig het 
evengenoemde volledig samenstel op eene of andere wijze in te doe- 
len in een oneindig aantal groepen , ieder bevattende een oneindig 
aantal koorden; en voor het gemak van de berekening verdient het 
aanbeveling die indeeling meer in het bizonder zoo in te richten, 
dat zoowel alle groepen onderling, als ook in iedere groep op zich 
zelve alle daarvan deel uitmakende koorden, gelijke kans hebben. 
Hoofdzakel^k drie zoodanige methoden van indeeling doen zich daar- 
toe op, die men de radiale, de evenwijdige en de concentrische in- 
deeling zou kunnen noemen ; namelijk die , waarbij de koorden eener 
zelfde groep óf van een zelfde punt van den cirkel uitgaan, Óf even- 
wijdig aan eene zelfde richting loopen, óf wel gel^ke bogen onder- 
spannen. En heeft men dus , naarmate eene dezer methoden , of zelfs 
in het algemeen eenige andere, gevolgd wordt, voor de kans van snij- 
ding met den tweeden gegeven cirkel eene uitdrukking onder verschil- 
lende vormen verkregen, dan is men, juist doordien de berekeningen 
toch allen op hetzelfde samenstel van koorden betrekking hebben, van te 
voren van de onderlinge gelijkheid dezer uitdrukkingen verzekerd; terwijl 
daarentegen, zooals reeds opgemerkt, die gelijkheid in het algemeen 
niet zou gelden, wanneer de bij verschiUende methoden gebezigde koor- 
den niet in allen deele hetzelfde volledige samenstel zouden vormen. 

3. Overgaande tot de werkelijke berekening van de meergenoemde 
kans volgens ieder der drie omschreven methoden van indeeling, 
denke men zich bijv. den eersten gegeven cirkel met straal r getee- 
kend aan het linker-, den tweeden gegeven cirkel met straal jR aan 
het regter-uiteinde van den afstand a hunner middelpunten m en 
M. Naarmate van de onderühge ligging der beide cirkels dienen 
nu verschillende gevallen te worden onderscheiden. 

4. Het eenvoudigste geval is dat, waarin de cirkel w geheel binnen 
M ligt, en dus R>a+r is, als wanneer het, ook zonder de toepassing 
van eenige methode van berekening, duidelijk is, dat iedere koorde van 
m tevens M sn^dt, en dat dus de gevraagde kans van snijding JTssl is. 

Dit geval vereischt alzoo geene nadere overweging. 
6. Een tweede geval is dat, waarin omgekeerd de cirkel M bin- 
nen m ligt, en dus r>a-f B is. 



Voof do ioe^Mskkg van de 6«rsie methode op dit en op de Ter- 
dere geTBÜui steile men op dea yoorgrond dat, ala door eenig op 
een afstand 6 van het middelpunt van cirkel M liggend ptmt eene 
]^ woidt ^teokken, makende met de lyn door dat middelpunt een 
hoek 4)y deae lijn den drkd M»\jdt in twee punten, afhangende van 

i/ {É*^k^ éifi^ Cp)y én dus bestéanbftar zoolang Bifi^(P<: ■— k, éltm 

72 Ji 

^ódf ëStó MiSch^ 4:B8in 7 , en etenMö Vdóf ttllê tuëéKshen ^^BSin- 
o o 

begrepen waarden van ^, (staande hier en verder overal BSin in 

plaats van den in het eerste kwadrant te nemen Boog Sin), Is dus 

b<ü^ dan aijn deze punten bestaanbaar voor alle mogelijke $; dat 

is, men heeft de kans van snijding ^=1. Is daarent^en b^^B^ 

dan ÏKHiRte onder alle ^ van O tot Ssr, viermaal het aantal der 

jD 

tusschen O en BSm- begrepenen voor, die snijding geven; zoodat 
o 

2 R 

dtih de kans van snijding k t=t - BSin r is. Denkt meü zich nu, 

9f o 

overeenkomstig de eerste methode ^ ieder punt van den cirkel m be- 
paald door den (als gewoonlijk te rekenen van de lijn mM en in 
den zin van rechts bovenover naar links getelden) richtingshoek $ 
van z^'n straal, zoodat hier è= i/(a* +/-*--2arCb«fl) is; dan ken- 
merkt iedere tusschen O en 2 7 genomen d eene groep koorden van 
cirkel m^ alle welke groepen onderling gelijke kansen hebben, en voor 
welke ieder in het biaonder, — ^ in het tegenwoordige geval r>a-|^i2, 
als wanneer steeds b^(hmtiUmuM of r— «)>i2 is, — de kan», 
dat eene daartoe behoorende kooi^de tevens den cirkel M snijdt, is 
2 . E 

Kil dè kanè, dat eeüe willekeurige kóórde tan w ookM zal snijden, 
lArordt bijgevolg, daar telkens twee groepen 6 èïi 2 5T-6 geheel sym- 
üietrllfch ^A, en men zich dus tot Ö <ö<9r mag bepalen, 

^i^&Éï^L r%^.^.° ^ ^M 

B^ de toepassing der tweede methode heeft men te doen met 
groepen » onderling van gelijke kans , van evenwijdige ko<»rden , zijjade 
ieder dezer groepen das gekenmerkt door den riditingshoek <p Van 
hare koorden $ deze hoek behoeft hier, uithoofde telkens twee groepen 
^ en 7t'\-(p samenvallen, en bovendien ieder paat groepeiil ^ én 
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7 — symmetrisch voorkomt^ slechts tussohen ^ en ' Ye;riwderlij,k 

gedaebt te woiéen. Voor iedere gFöep ^ wordt dan, gelet op de 
g^kmatige yerdeeling der punten op cirke) m, de kan» dat eene 
koorde tevens den ^rkel M aal snijden, blijkbaar uÜtgedrokt door 
het quotient tan een der gel^'ke bogen, op m ter wederzijde a%e- 
sneden taseohen de beide aan (^ erenwijdige raaklijnen ran M, ge« 
dedd door den haly^i oirkelomtrek m^ deze kans is dns 

T V r r ; 

Zoodat de totale kans yan snijding wordt 






^ d(p 



BSin -^-^ — .d0. 



= -r I BSli 

waarin namejijk het laatste lid verkregen is door op den tweeden 
t^rm van het voorlaatste lid de algemeene formule f F{^0)d0 = 
-==, I F(r-(p)d{—(p)z=. I F((p)d(p toe te passen. 

Wat eindelijk de toepassing van de derde boven omschreven me- 
thode betreft: indien men door ^ den hoek vers^atU; ^nsschen eene 
uit eenig punt van cirkel m getrokken koorde en den straal van dit 
punt, zoodat rSin^* de afstand dier koorde tot bet middelpunt is, 
dan heeft men groepen te beschouwen allen van dezelfde kans en 
ieder bestaande uit de raaklijnen in de gelijkmatig verdeelde punten 
van een concentrischen cirkel van straal rSin^f, waarbij aan de ver- 

TT TT 

anderlijke J/ wel aJle waarden van — ' tot + - zouden te geven 

zijn , maar men zich wegens de symmetrie weder tot de tusschen O en 

- liggende waarden mag bepalen. De kans k** nu, dat voor eene 

dergelijke groep ^ zulk eene raaklijn den cirkel M snijdt, is, zooals 
gemakkel^k is na te ^an: wanneer cirkel rSin^f binnen M ligt, 
gelijk de eenheid; wanneer zij elkander snijden, gelijk aan het quo- 
tient van den tusschen hunne beide gemeenschappelijke raaklijnen 
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begrepen en naar M gekeerden boog yan cirkel r/Sü»4/, gedeeld door 
den omtrek van dien cirkel; wanneer sdj buiten elkander liggen, ge- 
lijk aan het quotient Tan den boog op cirkel rSin^^y tusschen de 
raakpunten yan de uitwendige en de inwendige gemeenschappelijke 
raaklijn begrepen, gedeeld door den halyen omtrek yan dien cirkel; 
wanneer eindelijk cirkel M binnen cirkel rJ^mff ligt, gelijk nul. Yan 
daar dat b^ de toepassing yan de tegenwoordige methode, althans 
aanyankel^k, eene onderscheiding in twee geyallen noodig is, en dat 
men namel^k heeft: 

P. indien a<R is, 

voor 0<^+<^^, kf'=li 

voor </&»♦< — —, Xr=z-BOos ; 

r r 5r a 

voor :^+f <^4;<i, ^' = 0; 

2^ indien a> R is, 

rSin^—R 



voor 



r 9r V 



-BCos 



a 

rSini^ + R\ 



a-R „. , a + ie ,j, 1 „^ rSitt4^-R 

yoor </S'»»4/ <--ï— , ^':=z ^BCos ; 

r r TT a 

yoor it?<^4/<l, r=0; 
en verder steeds de totale kans van sn^ding van cirkel M, 

r JO 



K= 



r 



d4> 






Brengt men nu hierin de zoo even gevonden waarden van ^* met 
inachtneming van hare geldigheidsgrenzen oyer, dan komt aanvankelijk: 
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en voor a> R, 



maar merkt men dan verder op, dat de laatste fohnule ook te schrij- 
ven is onder den vorm 

-/•--[.-B<.(.'*iM)..*]j = 



CBSint''^ 






«••1 r I a 



rBSm''''^ 



f««-r^^,._M:^,,^)j. 



dan blijkt, door op den laatsten term weder als boven toe te passen 

I J'(— 4/)rf>{» 1= I F(if)d^y dat des&e formule met de eerste sa- 

men valt, en die eerste dus als de steeds geldige is op te vatten. 

Vat men alzoo ten slotte de volgens de drie gebezigde methoden ver- 
kregen uitkomsten samen, dan is de oplossing van het gestelde vraag- 
stuk, voor het geval van cirkel M binnen m, begrepen in deformulen: 

= — I BSin ^ï-ï- .d<p'— 



/BSiniLt^ 



) 



6. Na de vorenstaande uiteenzetting zal op dezelfde grondslagen 
de toepassing van de drie gebezigde methoden op de beide nog te 
onderzoeken gevallen van andere betrekkel^'ke ligging der twee ge- 
geven cirkels beknopter kunnen plaats hebben. 

Vooreerst het geval, waarin de cirkels elkander snyden, dat is 
waarin zoowel a<r-\-R als r<a-|-JB en i2<a + r is. 
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Bij de toepassing Tan de eerste methode heeft men alsdan 

))< 



zoolang 1 > Cb« ö > — ï- , en dus (hrnn. of ±(«-^)) <6<Ris, 



en zoolang — > (7o*6>— 1, en dus 72< A <(^mair. of a + r) is, 

2 72 



5r !/(<»« +»'^~2ara«é) 

Bij de toepassing van de tweede methode onderscheide men aan- 
vankelijk de twee volgende gevallen : 
1**. >'<i2, als wanneer, 

R — r 

zoolang O <i8ï»$< is, alle tot de groep ^ behoorende 

koorden van cirkel m tevens cirkel M sn^'den, en dns ^=: 1 is» 

terw^l >oor ^<Sin<t,<l de kans van sn^'ding van M gel^'k 
a 

is aan het quotient van den op cirkel m door de aan ^ evenwydige 

raaklijn van M afgesneden en naar M gekeerden boog, gedeeld 

door den omtrek van cirkel m. dat is k' z=z- BCos ; 

sr r 

2®. r>jB, als wanneer men 

voorO</Slwi(p< heeft^'=-. ( ^Om ^ BCos ^-^^ , 

a TT \ r r J 

en voor <i&»0<l, k'=:-BOo8 ^ 

a TT r 

Bij de toepassing eindelijk van de derde methode komt weder aan- 

vankel^k de onderscheiding te pas in: 

1°. a<Ry gevende 

voor O <^» 4/ <^^, *"=1; 

T 

voor <Sinif<ly k" ss- BCos ; 

r TT a 

en 2®. a>Ry gevende 



voor 



r 9r \ a a /» 

voor <i8ï» + <l, A:"=-5Cfe« ^ 

r TT a 

Maakt mten nu op dezelfde w\jze als boven, namelijk door de 

formulen 
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uit deze kansen voor iedere groep in het bizonder de totale kans 
van snijding op, dan doet zich deze kans in het tweede der zoo 
even bij de tweede en ook bij de derde methode omschrefen geval- 
len aanrankelijk wel onder een anderen vorm voor dan in het eente 
dier gerallen, namel^k 

voor r>Ey 



en voor a>Jt, 

^=^\j BOo»—^—.d^-i BCo» -—.d^)i 

maar dan blijkt toch door eene volkomen soortgelijke herleiding als 
reeds boven bij de derde methode voor cirkel M binnen cirkel m 
werd toegepast, dat deze vormen zich ieder laten terugbrengen tot die, 
welke men in het overeenkomstige eerste geval vindt; en dat dus de 
oplossing van het vraagstuk voor het geval van twee gegeven snij- 
dende cirkels steeds vervat is in de formulen: 

•^ B Cos 5 

a 

n 

= -iBStn +- 1 BCos .d'i>\ .... 



(U) 

7. Blijft thans nog het geval , waarin de twee gegeven cirkels buiten 
elkander liggen, dat is waarin iï>r+ 72 is. 
Volgens de eerste methode heeift men alsdan voor alle ö (zijnde 

0<Kt), *> (*™,. oia-r)>Ji, dus k:s^-BSin ^,^^.j^^._^^^cbsiy 
Voor de tweede methode onderscheide men weder aanvankelijk de 

twee gevallen: 

1«. r<22, als wanneer 
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voor O <:Sin(p < —^ , ^' = 1 ; 

a 

voor <5i»c|) <_!_-, A:'z=- 5a?« ^ ; 

a a TT r 

voor —^^<Sin(P<\, ^' = is; 

a 

2®. r>i2, als wanneer 
voor 0<iSï»<^< , A' = - { Ba* BOos — ); 

a 7F \ T T f 

voor <^^<~^— , k'z=-BC08 ; 

a a 9F r 

voor ^-^ <^»4> < 1 , ;ïf = O is. 

a 

Voor de toepassing van de derde methode is voor iedere 4^ 
(zijnde 0<4/<^), 

TT \ a ai 

Maakt men nu uit deze waarden van A:, ^ en k" weder als bo- 
ven de totale kans K van snijding op, dan vindt men daarvoor in 
het tweede geval van de tweede methode ook thans aanvankelijk een 
anderen vorm, namelijk: 
voor r> /2, 

2 / f^^^^'^-T ^^ aSin^-R ^^ f^^''»'^^ ^^ aSin<t>+R \ 
K= — ll " BOos i — .(Kp-j " BOoa — -^-^— .(i(J)), 

dan in het eerste geval van deze methode; maar dan blijkt ook nu 
wederom op dezelfde wijze als boren dat deze vorm zich laat her- 
leiden tot dien voor dit eerste geval. En de uitkomst is dan ook 
dat in het geval van twee buiten elkander liggende cirkels het vraag- 
stuk steeds wordt opgelost door de formulen: 

2 f^ R 

9r* / v^(a> H-r» -2arCó8^) 

° ft+r 

a 

^l^pBSin'^^l^.d^ (1,) 
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8. Met betrekking tot de voor de drie beschouwde gevallen van 
onderlinge ligging der gegeven cirkels opgemaakte formulen (l«)j 
(1») en (if) valt op te merken dat, evenals het eerste van deze 
gevallen (r> a -f-iS) en het derde (a>r-l-i2) zelve zich van elkander 
onderscheiden door verwisseling van a en r, zoo ook de daarvoor 
geldige formulen (1«) en (l,) alleen verschillen door vervanging van 
a, Ty en ^ door r, a, ^ en 0, blijvende daarbig R en d onver- 
anderd; terwijl daarentegen de formulen (1») voor het tweede geval 
{aKirA-Ji met r<a+-ff en jB<a + r), dat als het ware den over- 
gang tusschen de beide anderen vormt, meer op zich zelve staan 
en bij de evengenoemde vervanging in elkander overgaan. 

Verlangt men, onafhankel^'k van het behandelde vraagstuk van 
kansrekening, zich te vergewissen van de onderlinge gelijkheid der 
telkens in d, in $ en in 4^ verkregen bepaalde integralen, die blijk- 
baar tot de elliptische behooren, dan kan men daartoe o. a. geraken 
door aan te toonen, dat hare eerste afgeleiden, bijv. naar Ji, onder- 
ling gelijjk zijn, en dat zij zelve tevens vooreene of andere bepaalde 
waarde van R aan elkander gelijk worden. Wat dit laatste betreft, 
ziet men werkelijk in (1^), door aldaar de voor r>a + R toe te 
laten onderstelling /2 =: O in te voeren , de eerste integraal dadelijk 
in nul overgaan en de tweede en de derde, namelijk 






%^i^.rf<^= 



J-B Sin- 



e?enzoo, door slechts te bedenken dat zoowel BSin ^ als 

r 

BSm oneven functiën van en van + zijo. En desgelijks 

mag in (1^) dezelfde onderstelling i2 =i O , — die hier niet str^'dt met 
de voorwaarde JR < a -|- r , maar thans, om te kunnen voldoen zoowel 
aana<r + /2al8aany <a + i2, met zich brengt dat a=zr zij, — ter 
verificatie worden toegelaten, waardoor wederom niet alleen dadelijk 
de vorm in d, maar ook die in ^, dat is 






4€ 

ea ewönzoo de ^lifke vorm in 4/, eick tot nul kerleidt. Terw^l 
yoor (1^), «p grond wwa ée boy«i opgemerkte wxwisseihaariieid, 
mag reftwezm. wouden naar het zoo even voor (1^) gezegde. 

Blijft dus oyer, het bewijs te leveren van de oaderlinge ^el^'kkêü 
«Uxr boven bedoelde afgeleiden naar M. Bewt voor (1^), dat k due 

wederom bij verwisseling tevens voor (1,). Na alvorens met — 

FeMBemgviildigd te hd)ben -- ea gelet, voor «oover den vorm in ip 
betreft-, wieoM greneen «van R zelf afhangen, op de algemeeae 
üanmile 



^'j^fi^.!f)dx 



i 



(^e h^Y, R. liOBATTo, Inieffr4iLahxék&mg ^ 1851^ ^lag. 149, formule 
(J))> — bl^'W dan benvezen te moeten worden dftt, altijd ingeval 

f dj^ _ d d$ _ 



CB^^f" g^ 






is. Dit nu kan worden aangetoond door, waar men over de drie 
veranderlijken 6, en 4* naar willekeur mag beschikken, daartus- 
schen de betrekkingen van afhankelijkheid 

op te stellen, waarvan de eerste na eene kleine herleiding blijkt ook 

onder den vorm ^^ « «^i/ (t •"^) =\/ W±~ &®8^^^®^ ^ 

kupnen wojrden en werkelijk met r^a-^-B bestaanbaar is, evenals 
de tweede blijkens — r<-<»^i2 <:—<» + i2<a/Si»i$^i2<a + i2<r 
in ifjerband piet -^r <riSïw\[/<;r. Deze betrekkingen geven vooreerst 
door differentiatie 

ten andere, door ze opvolgend van r-^-jR en van r af te trekken, 
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en —Li 1-- -2 — LL- — i L^zaSm0 + Rz^rSm^rt 

(r— J?)— «Ö9»ö 

welke beide laatsten op hare beurt, na yierkantsverheffing opvolgend 

Tan a' en yaa r' a%etrokken, als vierkantswortels uit de resten op- 

leyeren: 

(r ' ^E)^aL ^ =^Ooscp=V{a^^{rS.n4.-Ry} 

En de^ men nu eindel^k het product yan de twee allerlaatste 
betrekkingen op de evengevonden differentiaal-betrekkingen , dan komt 

• dè d0__ 

V{a^ + r^''R^-2arCo8è)~ ^ {r^ ''{aSin(p + Rp} "" 
dj^ 

waanran de integraal, lettende dat blijkens de TOODopgesteMe betrek- 
kingen y^n afhankelijjkkeid, bij de benedengreiM izzzQ 'behoort 

(f z= — - en ^=zBS&n -, en bij de boyengrens ö =9r behoort 

Ó = - en •\f=: BSin , juist is wat bewezen moet worden. 

Voor de geldigheid der fonnulen (1*) moet eyenzoo, na met — 

yermenigyuldigd en naar R afgekid te hebben, bewezen morden, 
dat — mits zoowel a < r + 7i als r < « + i2 en iZ <« -|- r zij — steeds 
dh 



i 



zar 

It ~ 



Jrï d^ p d^ 

a r 

W9sói. Sen ofioiid^l^k bewigci ie daaitoe na %6t yorige met noodig^; 
men kan yolstaan met in de zoo eyen gebezigde fiMrmulen gcH^ktigdig 
R en 4i negatief te nemen, waardoor ssij o. a. geyen 
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(of wat de eerste betreft. Tg\.Tg (^ - ?) = ^ ^±|^«) , 
d^ d^ 



waarvan de eerste uitwijst, dat bg de thans als benedengrens van de 

integraal der tweede te nemen ^ z=. B Cos behoort 

R — r ( 
=zB Sin ( hetgeen in het tegenwoordige geval wegens 

— 1 < < 1 steeds mogelijk is ) en J/ z= - , en bij de boven- 

a / » 

grens 6 = ?r behoort (p :=■- en 4/ :=i BSin ( wegens — 1 < 

•p \ 

< < 1 wederom mogelijk j ; zoodat ook hier, na verwisseling 

der beide grenzen van de integraal in \p , gepaard met omkeering van 
het teeken dier integraal, het gestelde bewezen is. 

9. Ook door ontwikkeling in oneindig voortloopende reeksen kan de 
onderlinge gelijkheid der voor de kans K gevonden waarden in 6, 
in 'en in ^ worden aangetoond. Wij zullen ons in dit opzicht 
evenwel beperken tot de beschouwing van de in de formulen (1^) 
voorkomende bepaalde integralen in d en in ^. 

Men heeft dan vooreerst 

f^ . B 

-jo ti^ 2.4.6..2^ ' ^P + l'\a^^r^^2arCös^)^'^i 

Y^( i.3.6..(2j;-i) 1 /Ry^^^ r^ dl I 

-Ut] 2A6...2i, '2p+l\r) jo 7 ^^ ^ \^'V 

waarin ook in de voor de binomiaal-coëfficienten gebruikelijke notatie 
te schrigven zou zijn de coëfficiënt 

-1 «.5 -^ 2y-l 
1.8.6..(2^-i) _, ,, 2' 2' 2" 2 



2.4.6..2jp 



-^ ^ 1.2.3..^ -^ ^ Vi'j' 



4» 



of eenvoudiger „og = ^^ ^'^'' ^'('''^r-^ ^ p-M 
of ook ^Jj.8..2;. _ (2;.)! _ 1 np\ 

of nog 
__ 1.2.3..(2jp-l) _ (2JP-1)! _ 1 /2jp-l\ 

2.4.6..2;?.2.4.6..(2;7-2)"" 2'.;7!2J*-»(;?-l)!~ 2''-i l !> j' 

terwijl deze zelfde coefficient, geschreven onder den vorm 
{2p)\ _ (;^ + ip.(2;;4-l)! 

blijkt voor p = gelijk de eenheid genomen te moeten worden, zooals 

trouwens steeds met den binomiaal-coëfficient ( q ) van eene willekeurige 
«<*«' magt het geval is. 
Nu wordt 



2 



=i:'(-.-")-'-^H-')-'^- 

. (ay + l)(2;> + 3)..(2;> + 2y-l) /gX' ji 
2.4...2y \r) * | 

fX^Xi£±l)(2£±3M!£+2?'-l)/aV' ,.,.1^. 

1.2^ 2:^7:27 [7) *"V^= 



-IW 



00 00 



_ Yï X^, f (2i' + l)(2y-t-3)..(2p + 2»-l) 
^^^l 2. 4. ..2; 

• '^'''r^":y^"" (;)"T'-'-"'-^'-"-"'^'}' 

of, — omdat in het algemeen deze laatste integraal gelijk 
r2a>*(^-5')ö.,?6=ri^fcilM''=o is, behalve telkens 
voor q = q\ als wanneer echter in het zoo even uitgewerkte product 

OP 00 

^^^ A* ™** 7*' ^" ^^ plaats van de som der twee termen in e 
o o 

N.A.V.W.D1.IX. 4 
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slechts één enkele term, namelijk de eenheid, komt en de overeen- 
komstige integraal dus wordt 1 d& ztztt, — vindt men 

r " 



2P±\ 

2 



_ V^ A2j> + l)(2j> + 3)..(2y + 2g-l) \' /«\ 

-""I^tX 2.4..2J ; \7) 



»f 



en deze waarde substitueerende, bijgevolg 

y: f l.3.6..(2y-l) 1 m»'*' -f- / (2p.H)(2jt>+3)..(2p-|.2g-l) y /«y ) 
^l 2.4.6..2/» ■2p+lVr/ ' 4^ V 2-4"2? / U/ " 

=-${<isïïïC-)"*' ■$c-^^^m=^y (")"i <') 

waar in het tweede lid de coëfficiënt in q voor ^ == O om dezelfde 
reden als boven gelijk de eenheid te nemen is , terwijl het derde lid , 
dat wel algebraisch een meer beknopten vorm heeft dan het tweede, 
maar toch voor de 'getallenberekening minder eenvoudig is, hoofdza- 
kelijk is bijgevoegd met het oog op de straks volgende bepaling 
van de integraal in 0. 

Ten aanzien van de onmiddellijk aan (2) voorafgaande integraal 
kan men in het voorbijgaan nog opmerken, dat deze als meest een- 
voudige bizondere gevallen voor ;? = O en voor ;? = - 1 bevat de 
ontwikkeling van het dubbel der beide volledige elliptische integralen 

^'('>)=/ V(i-''^M) - ^'(c)=j;v(i-c.5i«.»)... 

van de eerste en de tweede soort, namelijk 

di _ 

di ^ / l.S..(2y- l)\ Vay* 



=— r 



SI 



=H)XV>+,-^-'!-='L(-S?rT(^)"^ 

(rerg. bijv. B. Lobatto, Integraal-rekening, bladz. 107 — 110 en 
111 noot, alwaar in 

en in de evenzoo te vinden formule 

(l + .)i^=l+(i)V+(^jV+(i|^)V+enz.. 

alechts a te vervangen ia door — en dus c* door — ; -r.) 

r {r^ay 

10. Overgaande tot de ontwikkeling van de integraal in 4^, 
heeft men 



BSin ^i-ï— . d(p = 



|„^W 2.4.6..2/? ■ 2??+l * r»'^» ƒ ^~ 

waarin ƒ (i2 + a-8i»<J))«* + ï(?$ = 

= ƒ* { 21^ (''^^^^jiJ^^-^ + ia'AV^rfcJ)} is. 

Omdat nu / Sin^ 0d(p telkens voor oneven q gelijk nul wordt, 
terwijl men voor even g, vervangende alsdan q door 2g, heeft 
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o 

en duB omdat steeds 



^^^„o,- ..^..^[^H9-»)(P 



f- 



= O is, 



n ... . ^ ,^ 1 /27\ 1.3.5. .(2y—l\ 

l„ ^*^ — 2»*Uy 2.4.6.. 2ï^ 

(zie dit ook op andere wijze bij Lobatto , bladz. 117, form. (3)), — komt 
"" ^^ (2.4.6.. 3 j)» 



o 
en dos ddbr substitutie 



B8i.t^tMl\ 



^ y^ l L3.6..(2y-l) 1 V^ 2K2/^->l)..(2;^2g^2) ,^ » 

jLtX 2.4.6..2/? >2/' + i^ (2.4..2^)» I 

_ Y^j (1.3.5..(2j>^.l))* y^ JZ^^-'^^ig^^ l 

"" 4^ l r*^+i • iiir(2j»-2^+l)!(2.4.6..2y)*r' * " ' ^ ^ 

waarin weder het laatste lid is bijgevoegd, ten einde deze uitkomst 

gemakkelijk met de boven gevondene (2) te kunnen vergeleken. 

Op grond toch van de formulen (1,), waarin zoowel de volgens 

(2) ontwikkelde bepaalde integraal in d als de thans verkregene (2') 

2 
in ^ met denzelfden factor — aangedaan voorkomen, moeten deze 

TT* 

beide waarden aan elkander gel\jk zijn. De eerste, volgens de op- 

R. 
klimmende machten van - , heeft voor lederen term tot eofflcient 
r 

eene oneindig voortloopende reeks in - ; de tweede daarentegen , vol- 

T 

gens de opklimmende machten van ~, is in zooverre eenvoudiger 
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gerangschikt, dat ieder harer coëfficiënten Rechts uit eene eindige 
reeks, zij het dan ook van een steeds klimmend aantal termen, be- 
staat. En om nu de identiteit der beide ontwikkelingen aan te too- 
nen kan men bijv. in (2^), steUende p^qrzzp', eerst de b\j eene 
bepaalde waarde van p* behoorende termen in R*f^^ bijeenbrengen, 
om dan ten slotte aan deze als veranderlijk gedachte p' alle waar- 
den van O tot oo te geven; dergelijke b\J6enbehoorende termen in 
i2*''+* komen nu evenwel niet vóór in alle onder het eerste som- 
matieteeken (p oï p*'\-q:=zO tot oo) vervatte termen van (2'}, maar 
eerst te beginnen met die , waarvoor de veranderl^ke ^ =: O of 
p =zp' ÏB, zoodat dit eerste sommatieteeken vervangen behoort te wor- 

den door \? , en dan samenvalt met het tweede of \] , daar 

o ^ ü 

toch de grens q=:zp*-\-q slechts bereikt wordt door (/=zqo. En 
door OU overigens in het laatste lid van (2'; te substitueeren 
j9=:y-f ^, en daarna als gezegd ten opzichte van p' te sommeeren, 
onderscheidt zich de uitkomst werkelijk door niets anders van het 
laatste lid van (2), dan doordat de buiten invloed op de waarde der 
uitkomst bl^vende notatie p thans met een accent voorkomt. 
11. Behalve de ontwikkelingvan de thans gelijk gebleken bepaalde 

integralen (2) en (2') volgens de machten van - of volgens die 

van -, kan nog hare rangschikking volgens de machten van - 

in aanmerking komen; waartoe het trouwens voldoende is in (2) de 
volgorde der beide sommatieteekens om te keeren, en dus te schrijven 



'o l/(fljï-|.r>-2arG>«6) 



X 

Dezelfde uitkomst vindt men ook door het eerste lid van (2'), 

in plaats van zooals boven eerst volgens de machten van ^-^ , 

r 

daarentegen door middel van de reeks van Taylob rechtstreeks vol- 
gens de machten van ~ te ontwikkelen ; en dus, stellende kort- 

/• 

B 
heidshalve - z=zx, uit te gaan van 
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BSin f a?+ - 8in0j . d(p = 

/~ï o 
als wanneer men, naarmate q oneven of even is, weder als boven 
beurtelings 

n n 1.3. 5. .(2^-1) 

J^ir J^TT 2. 4. 6. .2^ 

heeft te gebruiken, en dus vooreerst verkrijgt 

ITT 

I BSin (x+ % ^n(p\ . d(p = 

^''JLr rfa:*^' '{^qV\r) ' 2. 4. 6. .2^ 

~'^^ \2.4.6..2^) Vrj ' dx^^ 
Hierin komt verder, omdat 

o o 

en in het algemeen 

^'- (2^ + 1)! _ 1_(M! _ ,^, _ _^-i:i_ i3 
Jx"^ - dx^'^ -'^'•-{2^-^+1)1 ''' 

-7;^rTrr-= 2^(1.3.5..(2p-l))'.^— -- 
of, vervangende p^q door /?, 

= |;(1.3.6..(2y + 2;,-l))'^-^,; 
alsmede, wat thans meer bepaaldelijk van dienst is, 

" = 2; (l-3---(^^-l»^ (2;>-2, + l)! 



of als zoo even 

00 i /> + 1 
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en de substitutie van deze laatste waarde in de yoorgaande integraal 
geeft nu, wegens ar = - , werkel^'k weder het tweede lid ran (2") 
terug. 

Nu alzoo gebleken is dat de coëfficiënt ran I - 1 f - } 

in (2") gelijk is aan het (^qY^ differentiaal-quotiënt yan de functie 
BSinXy kan deze coëfficiënt ook op meer dan ééne wijze in eene 
eindige in plaats yan eene oneindige reeks ontwikkeld worden. 
Daartoe kan men bijy. uitgaan yan de formule 






d.Tffi 









'=-«1+ 



K-) 



l-a?* 



waaruit omgekeerd, stellende «=— ^-^ — , yolgt 

ax 



1 f^ dé 



zoodat hierdoor niet alleen u ia den yorm yan eene bepaalde inte- 
graal geschreven is, maar tevens, indien men de beide laatste leden 
na ontwikkeling volgens de opklimmende machten van x schnjfk 

door gelijkstelling der coëfficiënten van o;**''"^ en van x^^ de beide 
bepaalde integralen 

1 Sin^f+'0d(pz=:O en I Sm^f0d0:s:l:^^pP^29r 
J-TT /-^ 2A6..2^ 

teruggevonden worden, in overeenstenuning met de boven daarvoor 

tusschen de grenzen — ö ®^ o ^^S^ anderen weg verkregen waarden. 
2 <o 



Sinx 1 f'^ 
=«=-- f ( 



Uit ll|^^=«=-L/ 0-xam<p)-^d<P 



S6 

lfjos9t^ rerder, door »*nutal volgens » te cUfferentieeren, liet diffecentiaal- 
quotient 

J-7t 

dat is dus almede onder den ronn ran eene bepaalde integraal, of 
ook ontwikkeld 

zoodat men, daar hierin de termen met oneven exponent n^ü-p bij 
integratie verdwijnen, vooreerst bij vervanging van n door 2q en 
van p door 2p verkrijgt 

d^"^^ BSmx _ (2y)! 



|^{(%V^)«-[]*--'^^c?): 



-J^ (2/»)! 2.4.«..(2j+2j») 4^^ -^ ^+ ^ ^^ (2p)! 

als boven; en ten andere bij vervanging van » door 2^ — 1 en van 
jf door ip^l verkrijgt 

o 

-4i(2^+l)! 2A6..(2^+2i^) Zir^ ^ ^^^ ^M^/'+lV 

mede al» boven. 

Maar bovendien kunnen nu bijv. als volgt nog andere bepaalde 

d'u 
integralen of ook eindige reeksen voor ^i; gevonden worden. In 

verband met het voorgaande kan men gebruik maken van de dub- 
bele identiteit 

(l-«»)*[l-{a?+A(l-r»»)}»]-* = [l-{2Aar + A>(l-a:«)}]-^== 

wnorin namelijk de tweede factor ran het eerste lid , — z^nde de waarde 
die de functie « =(!-«* )~^ aanneemt, als men daarin de verander- 
lijke X doet aangroeien met A(l— a?*), — te ontwikkelen is volgens de 
reeks van Ta.tlob; terwijl op het tweede lid de ontwikkeling vol- 
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gens het binomium is toe te passen, waardoor dit lid aanyankel^k 
den vorm 

^ 2.4.6..2«» > ^ ^ '» 



aanneemt, of, — als men de hierin bij herhaalde ontwikkeling voorko- 
mende termen in A', die door geene andere waarden van den expo- 
nent m dan alleen m = », »— 1, «—2, enz., - of — -r-- kunnen 
worden opgeleverd, bijeenbrengt, — den yorm 

Ê{»-'£'4^^(^)"«>'-'-'>-)' 

O » 

waarin vervolgens nog de aanwijzer m door »— w kan worden ver- 
vangen; en terwijl eindelijk de tweede factor van het derde lid 
onder den vorm van eene bepaalde integraal kan worden geschreven 
door in de boven gevonden formule 






te vervangen x door . Voert men deze verschillende bewer- 

1— Aa? 

kingen uit, dan gaat de voornoemde dubbele identiteit over in 

(1 — «*)' 7 « -:; ^ — = 



* ^* 1.3.5..{2»-2j»-1) /«-w>^ 



o o 

waarin namelijk het laatste lid slechts de ontwikkeling van het 
voorlaatste is volgens de opklimmende magten van h\ en de gelijk- 
stelling der coëfficiënten van A " in de beide eerste leden en in het 

laatste geeft dan onmiddell^k bij deeling door -^ j' — de formulen 

d'u_ nlj^x Y * ^* 1.3.6..(2»-2w l) /»-^\ (Izf^lY — 
rf»"~(l..a.ï)»+ï 2^ 2.4.6.. (2 »-2m) \ ^ ) V 4ar* / 

N.A.V.W.D1.IX. 5 
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n\ ^_^^ 1.3.6..(2«i-l)/ « \ 



waarran d» Toorlaatste door ontwikkeling ran de Toorgaande volgens 
het binomium , en de huEtste door middel Tan de boren herhafddetQk 

beschouwde, bepaalde integraal 1 SmT^difi Yeckregon is. 



Niet alleen zijn de eerste en de laatste van deee formulen de 

bmde ^Mige r^ek^en» die bij S. F. JI^cbqjx, Caliml diJj^entM ^ 

«rictrf mU^fPql. a« Ed,, T. 1, 1810, pag, 188-^186, enT. 3, 18lï^, 

|Mig» 9%0 — i2% (»e ook ?oar de nqtatie pag, 120<'^1JI9) Itwjigs mü^ 

d'u 
ren weg roor j—; in het meer algemeene geral van « = (a + bx'\-cx^y 
dx" 

gevonden zijn , wanneer men aldaar a=l, 5=^0, c=~l, r.= — \ , 

dusjp = a+i«+ca?*:=:i-ir*, g'!ip:d+2ca;:=— 2aj en e=4a<j— 5*=— 4 

substitueert; maar tegelijkertijd is door de tweede van de vorenstaande 

formulen, en door eene der reeds boven afgeleide, het differentiaal- 

quotieMt futt eene willekeain^s orab tod» BSmx of^ twee verochHbnde 

wijzen in den vorm van eene bepaalde integrate verkregen, nameligk 

1 

d'^KBainx _ V(l-g») _ 

Ten fliiitte «aj thaii9 pog wondest aangewe^n» hoe de bept^iing 

*^ 

#ms3(l-^^)~^« «Map o«di( ift )wt Mear algemnaiie genil fm w, 
sït=(«-f4ar'fi^^)^* li^i» WQi!4e« afkaukiBlijjk gHMBilrt vm de 
gratie eener different^aal-vergel^king. Daartoe in deze laatste ver- 
grflHttg "Vervangende x èoor « + A, gaat «jj over in 

en geeft dan door logarithmische differentiatie volgens hi 



v^n het evenbedoelde differentiaal-quotiënt j-^^ niet alleen voor 
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(ó4-2ca?) + 2c^ 



\7^'" 1- 
o 

soodat, — door na Terdtyriig oker break» de cvefficienten van A'+^ in 
beide leden gel^k te stellen — komt door Termenigvnldiging met (» 4-1) ! 

en door de notatie y = j— 7 in te roeren , de difierentiaal-yergeiyking 
dx 

det tWèède Otdfe tér liejMfliüg rtti y: 

Stdt men hierin nog yacö/**', duB ~ :=: ^«J*^* «n '^^^3* 

^^(5"*^^^ • ^*^ ^**^ ^^*® vei^gelqking na dueling door 

<?c/^'' oyer in dè differentiaal-rergelijldng der eerste orde ter bepaling 
yan de onbekende i: 

In b0t lMaolid«r|(8i«iinndelijk yan«aca: ''' r ^ ^ofy-^^ -.uXlijL/ at 

;ia- — " ■ ^" t dat 18 toor asól^ é fes 0^ car*"^!, yata— i, 

nemen dë twee gevonden differentiaal-vergelijkingen de meer eenvou- 
dige vormen 

dt 
Bö a--^*)^ + {U^**)^~(2»+8)*l5-(« + l)»} i±Ö aan. 



NASCHRIFT OVER HET VERRAND TÜSSGHEN DE 

WORTELS EENER VERGELIJKING EN DIE 

VAN HARE AFGELEIDE, 

DOOR 

F. J. TAN DEN BERG. 



Nadat m^ne op blz. 1 — 14 opgenomen bijdrage over het genoemde 
onderwerp reeds was afgedrukt, rerzocht Dr. Legebeks mij mede 
te deekn, dat de Heer T. J. Stieltjes Ja. te Leiden hem opmerk- 
zaam maakte op eene in de Comités rendus de V Académie des Sciences, 
Paris, T. 78, 1874, pag. 140—144, 180—183, 271—274, voorko- 
mende Note de M. F. Lucas , Proprietés géométriques des fractums 
raUófmeUes^ waar op pag. 273 — 274 de behandelde stelling reeds 
bewezen wordt, alsmede op eene in hetzelfde deel, pag. 278 — 280, 
geplaatste Note de M. Laguerbe, Sur la theorie des equations numé- 
riques; terw^l Lucas nogmaals in T. 89, 1879, pag. 224 — 226, 
Sur une application de la Mécanique rationnelle a la theorie des 
equations y op de zaak terugkomt. Ook vermeldt reeds G. E. Gauss de 
bedoelde stelling, blijkens zgne Werke, S®»" Band, 1866, Seite 112 
{Göttmgische gelehrte Anzdgen^ 1816, Marz 2), //Bemerkung" na 
zijne ,;Anzeige" van het derde bewijs van het fundamentaal-theorema. 
Behalve deze aanwijzingen van den Heer Stieltjes moge nog 
aangehaald worden: Comptes rendus, T. 78, 1874, pag. 431 — 433, 
Note de M, F. Lucas, Théorèmes concemant les equations algébriques, 
alwaar voor het bewijs verwezen wordt naar eene later door hem 
aan de Fransche Akademie aan te bieden verhandeling, die ik even- 
wel niet gevonden heb; alsmede F. Lucas, Mudes analytiques sur 
la theorie générale des courbes planes, 1864, vooral Livres I, Il en 
Vn, waar o. a. wordt opgemerkt dat voor ieder wortelpunt der afge- 
leide vergelijking (aldaar ook genoemd centraalpunt van de oorspron- 
kelijke vergelijking) het product der afstanden tot de wortelpunten 
dier oorspronkelijke vergelijking een maximum (of minimum) is. 

Yoor zoover in de aangehaalde stukken bewijzen van meergenoemde 
stelling voorkomen, heefk het door mij gegeven betoog daarmede in 
meerdere of mindere mate overeenkomst, terwijl daarentegen het be- 
wijs van den Heer Legebeke zich daarvan onderscheidt doordien 
het zuiver analytisch is. 



STOOM VERDEELINGS-SYSTEEM VAN GEBR. SULZËR, 



L. JANSe Bz. 



^^w»/V^^'*r>r>ri ( 



Op de wereldtentoonstelling te Parijs in 1878 hebben de gebroe- 
ders SuLZEB te Winterthur, eene stoommachine geleyerd, die in 
vorm en inrichting zeer van de gewone machinen verschilt. Niet 
alleen door den hellenden stand van den ketel, door het kleppen- 
in plaats van het schuivensysteem , maar voornamelijk door het 
stoomverdeelingstelsel , de inrichting tot aan- en afvoer van den 
stoom, de ,,Steaening". Door de noodzakelijkheid gedrongen om 
aan de hooge-drnkmachines met expansie eene groote snelheid te ge- 
ven, veroorzaakte de vroeger door hen gebmikte „Steuerung" aan 
den cilinder zeer hinderlijke schokken , en hadden zij toen het vraag- 
stuk op te lossen, om d^ beweging der kleppen zoo zacht mogelijk 
te maken, met behoud tevens van eene willekeurig te regelen 
expansie. 

In hoeverre het kleppensysteem boven dat der schuiven de voor- 
keur yerdient; en of de vervaardigers geslaagd zijn, om het beoogde 
doel op de eenvoudigste wijze te hebben bereikt, laten w\j geheel in 
het midden; zelfs de toestel om de expansie te regelen, blijft geheel 
buiten beschouwing, — om ons uitsluitend bezig te houden met de 
kromme lijn, die het punt beschrigft, hetwelk de openingen slui- 
ting der kleppen regelt. 

Die kromme lijn wordt gezegd eene hartvormige gedaante te heb- 
ben, en wel, volgens de daarvan gegevene teekening, eene volkomen 
symmetrische. Men behoeft echter slechts vluchtig het samenstel 



62 

van krakken en stangen te beschouwen om oyertuigd te worden, 
dat hier van symmetrie geene sprake kan zijjn, maar wel van eene 
zeer ingewikkelde kromme lijn, die in zooverre een hartvorm heeft, 
dat zij van boven eenigsints hol, doch van onderen sterk gekromd 
is. Deze kromme l^n voldoet evenwel aan het praktische doel, het- 
welk hierin bestaat, dat gedurende de eene helft van den zuigerslag 
(de op- of neergaande beweging van den zuiger) geen stoom mag 
toegelaten worden, maar dat gedurende de andere helft van den 
zuigerslag de stoomklep geopend worde. In het eerste geval moet 
het genoemde punt eene bijjna horizontale beweging ontvangen, en 
doorloopt alsdan de boven- of vlakke c^de der kromme lijn; in het 
tweede geval moet dat punt ook tevens eene snelle vertikale bewe- 
ging ontvangen, en het gekromde gedeelte der kromme volgen. Deze 
beide bewegingen, de horizontale en vertikale, ontstaan nu door de 
enkele rondgaande beweging van de dr^fas der machiae door middel 
van een stelsel van krukken en stangen, die om elkander en om 
vaste punten, en allen in evenwijdige vlakken, draaien. 

H«t kwam mjj nisei onbdangrijjk voor^ om de ver#olülleade kromme 
l\|neni die enkele punten van dat stels^i maar vooral 4ie, welke 
d^ zoogenaamden hartvorm beschrgft^ aa te gaaa^ en te trachtea 
van de katste de vergelijking te bepaleiL. Deafo beschouwing kan 
w«llioht den weg «Minwijzen, dien men h«eft in te slaan, offl dndere 
samenstellingen te vervaardigen voor .^mdcre do^inden dan het on- 
derhavige. 

Beè^riji^ ^m het Biunfmgkhd, 

In üg. 1 stelt 0| het middelpunt van de drijfas d%t machine 
YOOrj die volgens de riohi^ng van het pijltje ronddraait. Om die 
ae bevindt ziöh eeü «xcentriek, die deaelfd« uitwerking doei, alsof 
daaraan eene kruk 0,P ware bevestigd, die het punt P rondvofflt. 
Aan h^ punt P is als as bewdegbaar «en« stang PQ, verlengd tot 
E« die t^'dens eene geheele omwenteling Van P heen en weef 
gaatt doordien het punt Q om het vaste punt O^ door middel der 
kruk (^Oi slingert, en due oen cirkelboog doorloopt^ het uiteinde 
R van de Stau^ PQB deelt in die heen- en weergaande bewegiii^, 
maar ontvangt tevens «ene op^ en neergaande ^ zoodat het eene eoori 
van ellips beschrijft. De beweging van het punt Q regdt de op* 
en neargaando beweging vnn het punt, dat den hartvonn be6ckr|fli, 
m dm van het punt B de heen- en weergaande of honaontafe 
van dataelfde punt» 



Aan de as R is een gebogen 9teg flBT bMnoegbaar} mui «ene 
ui^oiil^ $ aan ^ne Isjprnk SO, bey^stigd is, w^likd om )i«| d^r^Q 
Yfi«fcs puil; Os d^t, i^ wiens an|l«re ^iAfln T die^tpig^eyplgo 
weder efift^ sQort eUip? be^cbr^ft. 

Het pont Q is rerder door middel ran e6A6 stAQ^ QU Y^rboi^ 
den aan eene kruk Q^U, die on^ bet trier^^ vaste pimt O^ been eu^ 
weer slingert, en, zQoa,ls reeds gezegd is, dp verla»g4e op- en neer- 
gaande beweging doet ontstaan. Om nu de been- en weergaande 
beweging te verkrijgen is aan bet punt ü als as beweegbaar een 
gebogen stang VUW, waarvan het punt V verbonden is door mid- 
del van eene stang TV met bet punt T, terwijl baar ander uitemde 
W nu den bartvonn bescbr^fk, de kromi^e Ijjn, waarvan wij de 
vergelijking bepalen moeten. 

Pe ioi^ikkdde bewegingen, im d^ ondfirsobAideM pNftten van 
dit samenstel aaaMuwn moetoA» dom 9X sipofidig inm», dfti wm 
Mchtgtreek^diQ bepaling v«n d« vfsrgeljülang tQt ge«ii§ btmkbw? 
mÜsom^^ wrx l«iden, iwi» bet ü oi«ft o^mog^k i^| «p «r hj^ dw 
«iet9 mi&n oy^r Am de pq^idjiAftteA v^ di« ksomme )lé^ t4)^ 
eenige punten te zoeken, om daardoor tot et^f^t^ f^lgOHVMW TfWgMj^ 
king t« giinfcea. Pa^r ol de beweip«gw af hwigw» rm d^ ïopd- 
draaiende beweging v^n de drijfas der machine, zoo ligt b^t voor 
de hand, de hoekbeweging cüer as als onafhankelijk verander- 
^kê aan te nemen, en van deze de codrdisaten « en y te doen 
afhangen. Wij nemen daartoe twaï^ verschillende standen van die as 
aan, ieder van 80®, en no«iien die ^o > ^i > ^a • • • ^i i > of « = ö% 
a Z3Z SB**, . . . flt = 330*. Voor elk van die standen of waarden van 
t, bepalen w^ de bewegingen der punten Q, E, S, T, U, V en W, 
met opzicht tot een rechthoekig coördinatenst^d YOX, waarvan 
TO of y-as vediki^ $n evejiwiji^g J^et dep zDJg^rstang der ma- 
chine loopt. 

De coördinaten der vaste punten z^'n als volgt: 

die van het punt Oji «j c= 2^, b^ zzz' dO, 
^ Tün bet p«aft O^z ^4? IfiS, ^x «= 4Q, 
die van het punt O^: a^ =180, J, =: 8, 
4Sa van bet pufit 0^ « «^77 t83, ^4 ss Xl^i 
de coördinaten der pnnten in bmiAe initio stan^^m: 
P^: ai^;;=:200, jf^=;90, T^: a?, =181, 34022, y, =65.43734, ^ 
Qo: a?, = 146, y, = 64, U: aj« = W, y, =240, 

E^: a?,=117.5,y, = 51, V: a?^ = 42.6^412, y^ = »S1.2S06B, 
So: «, =1«0, y, = 8, LSET=12Q** LVUW = 90^ 
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de lengten der krakken en stangen: 

0,P = ri =10, 0,Q = r, =30, 0,S=:r, =50, 

O^V = r^ =48.02846, BT =20, VU = UW =20. 

Uit de onderlinge initiale standen der genoemde pnnten Tolgen 
de lengten der stangen: 

IlQ = Zi =60.8858, QR = ^PQ = 30.4179 (aangenomen) 
ES =^ = 44.78, QU = Z, =195.451, TV = 188.3216. 

De oorsprong van telling der hoeken wordt aangenomen in de 
y-as en gerekend naar de positieve zijde der x-as, dat is in de rich- 
ting van het p^ltje. 

A. Beweging van het punt Q. 

De plaatsen, die door het punt Q gedurende eene geheele om- 
wenteling van het punt P worden ingenomen, worden gevonden door 
de voorwaarde, dat de beide uiteinden P en Q eener lijn PQ van 
standvastige lengte, zich voortdurend bewegen langs de omtrekken 
van twee cirkels, die uit Oj met OjP, en uit O, met O^Q, als 
stralen, beschreven zijn. 

De lengte dezer lijn PQ wordt uitgedrukt door de formule 

wanneer wij met ^^ den hoek beteekenen, dien de krak O^Q in 
zijnen initialen stand met de y-as maakt. 

Stellen wijj nu, dat het punt Q ergens in Q| gekomen is, en de 
kruk QO^ een hoek QOjYzrjS met de y-as maakt, als het punt 
P zich van P^ naar P| bewogen en een hoek » doorloopen heeft, 
dan zqn de coördinaten dezer punten 

van P: ai'\'r^^nee, en d|-(-^i^«fl^» 
van Q: aj+''i'SK«j3 en Jj-|-rjCb«p; 

en daar PiQi nu gelijk PQ:=;| moet zijn, heeft men 

of 

of stellende (aj— aj)=;?, en (ij— *,) = g', 

{p^'\'^pir,am»^^^^)J{>{r^^Sin^tt'-^r^r^Sin(t.^n^^r^^Sin^P)}j^ 
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Sinfi + Ooêp 



q^TjCosoi 



p+riSinee. 

Stelt men nu den coëfficiënt van Cosfi, of —^ — ——, — = Tang<P' = 

= -— 5v » dan komt er 
Cosq> 

en P=z-0'+Booff8i»(BQ)8 0'). 

De holphoek ^' wordt in de figuur teruggeronden in den hoek 
PiO^A, dat is, den hoek, dien de lijn V^O^ met de as der 
abscissen maakt. 

Stelt men evenwel —^ — —;; — =.Cot(bz=, --— r-, dan heeft men 
^ + r, >&»« ^ Sin^ 

en P =i + Boogco8 (B J9in0); 

de hulphoek stelt dan in de figuur den hoek P, OjB voor, of den 

hoek van F| 0^ met de y-as. 

Wanneer men nu, voor bepaalde waarden van x, de hoeken fi 
berekend heeft, dan vindt men de rechthoekige coördinaten van Q 
volgens deze formulen 

Voor de aangenomen standen van P vindt men 



N. A. V. W. Dl. IX. 
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(Berekening A.) 



t 


X 





0' 


1 


30 


2 


flO 


3 


90 


4 


120 


5 


150 


6 


180 


7 


210 


8 


240 


9 


270 


10 


300 


11 


330 








+ 36*30' 6' 
40 47 54 
4525 i 

49 36 O 

52 3143 

53 16 13 

50 57 52 
44 35 40 
38 49 50 
34 1 10 
3212 6 
33 19 46 



-73*^22' 17" 

69 48 52 

70 6 23 
74 12 15 
81 3121 
90 59 56 

100 43 40 

107 12 10 

106 37 12 

99 1 10 

89 30 46 

80 15 57 



•36^52' 12' 
29 58 
24 4121 
24 36 15 
28 59 38 
37 43 43 
49 45 48 
61 36 30 
67 37 22 
65 21 43 
57 18 40 
46 56 10 



Coördinaten yan 



145. 

148.44832 
150.46912 
150.50959 
148.45840 
144.64225 
140.09860 
130.60915 
135.25906 
135.73117 
137.75155 
141.08221 



64. 

64.23452 

67.25758 

67.26718 

66.24010 

63.72757 

59.37838 

54.26617 

51.42103 

52.50643 

56.20236 

60.48442 



Om den maximum- en minimumstand der as QO, ten opzichte 
der ^-as te rinden , doet men het eenroudigst die uit de figuur af 
te leiden. Blijkens de figuur hebben die standen ^aats, wanneer 
de punten Q, P en 0| in dezelfde rechte lijn liggen. Noemt men 
Yoor die standen L QO^ Y i^ /3' en fif\ dan heeft men 

Sin p'- Co8p\^ = J':2pr^=B'; stel ^ = Tff<p'\ dan is 

ff = (p" + BooffHniB* OosCp"). 
De waarden yan /3, waarb^ de stang FQ den cirkel 0| aanraakt, 
worden geyonden door te stellen 

QO,^ = QP* + PO,S 

J-CM/3.?=.^":2^,=^';yoor? = r^4)" stellende, is 

8in(fi-0") = B"Q>8(t>", 
(3=4)" + Booff sin (B" Oo9(p"). 



67 



Zijn de coördinaten van fi, oc^ en if^, yoor deze vier standen van 
den stang PQ berekend, dan kunnen de overeenkomstige waarden 
van » gevonden worden door de volgende formules. 

Yoor de maximum- en minimumstanden 

en voor de beide aanrakingen 



fit.— a?/ 



L 
^t 



«/ = 1800 — ^00^^7 

aj,' = 180'» + J?oo^^^- Boogt^-^' 

Wij laten de uitgewerkte berekeningen voor deze viar gevaU^i^ hier volgen. 





Maximum. 


Minimum. 


Aa 
Boven. 


nraking. 




Beneden. 


2r,(, 


4-3701 
+ 1216.716 
4- 100 

— 1369 

— 1600 

— 900 


+ 3701 

— 1216.716 
-f 100 

— 1369 

— 1600 

— 900 


+ 3701 

+ 100 

— 1369 

— 1600 

— 900 


A^pg=: 1.6020600 
/^5f;> = 1.5682017 


Pt 


i:o«7/^g) =0.0338583 
V=47^1S'52" 




A=^ 

^ 1^9 = 
Loij'2pr^=. 


+ 1148.716 
3.0603128 
3.3463530 


— 1284.716 
3.1088071 — 
3.3463530 


— 68 
1.3825089—. 
3.3463530 




UgBxs 

l^yg Cos (/> = 


9.t 138598 
9.8318973 


9.7624541— 

9.8318973 


8.4861659— 
9.8318973 




Log Sin {^ ^9) = 
9 = 


9.5457571 
20'»34'15" 
47 13 52 


1.5943514— 
—23** 8'20" 
47 13 52 


8.3180532— 
— 1*'11'31" 
47 13 62 




fi = 


67^48' 7" 


24" 5'32" 


460 2'2r' 




Coönlin. vanQ 
r, Sinfi 


163. 
27.77510 


163. 
12.24620 


163. 

21.59444 




^fi 


135.22490 


150.75380 


141.40556 




r^Gosfi 


40. 
11.33617 


40. 
27.38668 


40. 
20.82500 




y/? 


51.33617 


67.38668 


60.82500 




Tart- ^ 


64.77510 
1.8114071 

28.66383 
1.4573343 


49.24620 
1.6923728 

12.61332 
1.1008295 

0.5915483 
75«38' 2" 


58.59444 
1.7678564 

19.17560 
1.2827354 








Logtga=: 


0.3540728 
246«* 7'48" 


0.4851210 
7l°52'46" 


25r52'46" 



B. Beweging van het punt R. 

Daar het eene uiteinde P van de stang PQ een geheelen cirkel 
beschrijft, terwijl zijn ander uiteinde Q slechts een cirkelboog door- 
loopt , zoo zullen alle andere punten ran die stang geslotene kromme 
lijnen beschr^'ven, die de gedaanten van ellipsen hebben, doch reeds 
zeer ingewikkelde kromme lijnen zign. 

Om de kromme te bepalen, die elk willekeurig punt E, in de lijn 
PQ gelegen, beschrijft, zoo moeten wij de vergelgking zoeken der 
lijjn, die door twee gegeren punten P en Q gaat, wier coördinaten 
bekend zijn. 

Die coördinaten worden uitgedrukt 

▼oor P, door a?^ = «j + r, Sin»^ g^=.b^-\' r, Oosx, 
voor Q, door a?, = a^ +r, Sinp, y, = 5, -|-rj Cos^. 

Voor eenig willekeurig punt R in de lijn PQ benoemen wij de 
coördinaten door o;^ en y^, en de loopende coördinaten door x eng. 

Het punt B zal in de rechte lijn PQ liggen, indien zijne coördi- 
naten voldoen aan de vergel^king der rechte lijn, die door P en Q 
gaat. De vergelqking der rechte lijn, die door P en Q gaat, wier 
ordinaten zyn (tC/,y,), (a?, en y,), wordt uitgedrukt door 

«r — ^/ 

Stelt men nu hierin de coördinaten van het punt Q voor de loo- 
pende in de plaats, dan verkrijgt men 

voor de voorwaarde, die er tusschen de coördinaten der drie punten 
P, Q en B moet bestaan. 
De afstand der punten (xp,g,) en (a?^, yj is 

en die der punten (a?^, yj en (a:,, y,), 

QB = |/{(a?,-aj,)* + (yr-y,)*} 

Verdeden wij nu de 1^'n PQ door het punt B in reden van n 
tot My zoodat 

PB:QB=:»:m is, zoo moet 

»*V{(a?r-J?,)* + (yr-y/>)*} =»V'{(aJr-a;,)H(yr-y,)*} zijn. 



69 

Daar nu, volgens (1), ^ — ^ =.^ — ^ is, zoo vallen de wor- 

telteekens weg, en men behoudt 

m{Xr-x,)z=z±n{Xr-x;i, 
of Xr{ni'^n)=.mXf'^nx^^ 

en x,=. ^-^ — '. 

Nu is, volgens (1), Xr^x^ =^ — ^(t^— a;,), 
dus „yLZl^(a,^_a,^)=±«(a!,-x,), 

Wij verkrijgen alzoo, zooals bekend is, twee deelpunten B' en B, 
die of tuBschen de punten P en Q, óf in hun verlengde liggen. 

Nemen wy nz=zm, dat is, K' midden tusschen P en Q, dan 
heeft men 

^'r=i(^^+a?,), of =CX>, 1 
y,=^(y,+y,), of =cx,, ƒ ^ ^ 

Stellen wij« = 3 en w::= — 1, voor een punt R, gelegen op 
een afstand van Q, gelijk de halve lengte van PQ; dan vindt men 

a'r = -;:;^3-^, ^** " of = |(3a!,-a!,) èf = |(a!j, + 8a!,); 

! (8) 
Vr =^^-^ . dat is èf = i (3y,-y,) öf = J<y, + 3y,). 

Ter berekening van de coördinaten der krommen, die de ge- 
noemde punten B en B' zullen doorloopen, moeten dus, voor elk 
der gekozen standen et des drijfas, de overeenkomstige rechthoekige 
coördinaten van P en ook van Ql berekend en achtereenvolgens in 
de formulen (2) en (3) ingevoerd worden. 

Het heefb geen nut den aard der krommen, die door B en B' 
beschreven worden, in bijzonderheden na te gaan , zoodat w^' die bui* 
ten beschouwing laten. 
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De berekende coördinaten van E en R' zijn hier in een tafel 
▼ereenigd. 

(Berekening B.) 







R. 




Sf. W3I 


3, i» = -l. 


t 


0° 


«r 


'■ 


»'r 


■ /. 





172.5 


... .. 

77. 


117.6 


61. 


1 


30 


17fi.724I6 


77.44741 


120.17248 


66.02176 


2 


60 


179.56468 


76.12879 


121.37355 


68.38637 


3 


90 


180.26480 


73.63809 


120.76438 


60.91427 


4 


120 


17S.55Ö33 


70.62005 


118,35747 


60.86016 


5 


150 


174.82113 


67.53366 


114.46.338 


59.92148 


fi 


180 


170.04930 


64.68419 


110.14790 


54.06757 


7 


210 


165.80457 


62.80296 


107.41372 


45.72438 


8 


240 


163.29940 


63.21051 


107.21871 


39.63164 


9 


270 


162.86558 


66.25322 


108.69675 


38.75964 


10 


300 


164.54565 


70.60118 


110.95746 


41.80356 


1! 


330 


168.04110 


74.57383 


113.87668 


46.39660 



Aan het punt B' is eene stang verbonden, die de uitlaatklep 
regelt, en aan liet punt R is als as een gebogen stang SRT be- 
vestigd, wier beweging wij nu moeten beschouwen. 

C Bmoeg^ van het punt T. 

Alle punten van den gebogen stang SAT zouden gdijke en ge- 
lijkvormige kromme lijnen als het punt R beschrijven, indien niet 
zijn eene uiteinde aan eene andere kruk SO3 verbonden ware, die, 
zelf om het vaste punt O, draaiende, aan de stang SRT bovendien 
nog eene draaiends beweging gaf, welke veroorzaakt, dat het andere 
uiteinde T dier stang eene gewijzigde, doch ook geslbtene, kromme 
lijn beschrijven moet. 

Om de coördinaten van die kromme te vinden» moeiien wij eerst 
de beweging van het punt S bepaleii, wdker stang SO^, om het 
vaste punt O, slingerende, op e^ gegeven en stamdvttstigen ft&tand 
Van het B blQft, wiens coördinaten bekend z^n. 

Wij beschouwen dus wederom eene Iqn SR van eene slaiidvastige 
lengte, wier eene uiteinde eene bekende kromme l\jn, en wier ander 
uiteinde een cirkelboog doorloopt. 

De coördinaten der initiale punten zijjn 
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van Eo, «0 = 117.5, yo^sSl, 

van So, 0^0 = 180, yo^8» 
en de hoek, dien de stang SB met de y-as maakt, wordt dus uitge- 
drukt door 

x,-x\ 117.5-130 12.5 



TnnfL^'S.— 



■^0 **^ o 



'V;^^,^ 61-8 - 48' 
dus de hoek YSE =-16n2'J 

Hoek SET der gebogen stang = 120 



dus hoek ET met de y-^% = Öo = -43H7'27"; 

en de lengte ES der stang 

l^ = l/{12.5* + 43«} = 1/2005.25 = 44.78. 

De coördinaten van E noemen wij Xr en jr^, en die van S 
a^-\-r^Siny en b^-^-r^Cosy; wij mogen dan weder stellen 

-^»iy.2/r3-(7o«y.2/r3 = /,*-(;?'» + ^'H^3*)=--^^ 

of Siny + Cosy. ^ = ^" : 2/^3 = B"; 

P 

stellende nu ^ = ^^^— -^=: Co^iL = Cb^TOaS, dan heeft men 
P a?,-a3 

Coè{y^^):=zSf'ain^, 

7 = + 4» + l?o(>^ cö«(J5" i^i^» +). 
Uit de bekend gewordene hoeken 7 der krak O3S berektaii 
men de coördinaten van S volgens de fonntüen 

X, z=ia^-\'r^^ny en y,:=Lb^'^r^ Cosy, 

Bete^süfifnt men verd» door o;, en y, de ooördinaten van het punt 
T» Koo vindt men vooreerst de achtereenvolgende hoeken van ET 
met de y-as door 

L ET Y = 6 = LSET+LSBT, 

en ra«^SEY = ^i^^:^; 

en eindelijk de coördinaten van het punt T, gedurende eene geheele 
omwenteling van de drijfas der machine, 

iC,=aJ^ + ET^t«ETY = a?^+ET>SÏ«fl, 

y, =y, + ET(7o«ETY = y^+ETa?.9Ö. 
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De uitkomsten van de berekeningen der hiervoren genoemde groot- 
heden Tolgen hier in deze tafel. 

(Berekening C.) 







LTO.S 


Coördinaten ran S. 


LT8R 


Coördinaten ran T. 


t 












0" 




«, 


y. 




", 


. y- 





00» 0' 0" 


130. 


8. 


-16*12'33" 


131.34022 


66.43734 


1 


.30 


86 8 62 


130.11300 


11.35869 


12 49 32 


134.79602 


68.61713 


2 


fiO 


82 29 37 


130.42845 


14.53205 


1142 41 


136.26909 


71.60397 


,S 


ÖO 


79 17 14 


130.87135 


17.29430 


13 2 44 


135.38060 


7466586 


4 


120 


77 19 46 


131.21765 


18.96725 


16 9 49 


132.16771 


76.32679 


5 


150 78 3 66 1 


131.08055 


18.33960 


2146 69 


126.83604 


75.63464 


6 


180 


82 58 28 


130.37545 


14.11560 


2651 11 


121.08374 


70.81296 


7 


210 


91 4 6 


130.00870 


7.06275 


30 18 1 1 


117.32196 


63.09764 


8 


240 


97 3865 


130.44186 


1.35955 


3216 8 


116.83781 


57.16644 


9 


270 


99 2014 


130.67670 


-0.19735 


2932 37 


118.73443 


55.99994 


10 


.300 


97 29 45 


13042726 


1.46319 


26 46 60 


123.20963 


58.33808 


11 


330 


93 19 62 


130.08450 


5.09470 


2125 61 


126.34594 


62.03356 



D. Beweging van het punt U. 



De beide stangen QU en TV werken nu te samen om het punt 
W de begeerde kromme lijn te doen beschrijven. De stang Qü 
doet het punt U om het vaste punt 0^ draaien, voert met zich de 
gebogen stang VUW; terwijl de laatste, door middel der stang TV, 
eene tweede beweging ontvangt. 

Allereerst moeten wij nu de coördinaten van het punt U kennen, 
dat door Qü bewogen wordt. Hier hebben wij dus wederom eene 
lijn QU van eene bekende en onveranderde lengte , wier einden zich 
langs cirkelbogen QO, en ÜO^ bewegen. 

Voor de initiale standen hebben wij 



Yoor 


Qo. 


a!«=:14B. 


yo=64, 


voor 


U.. 


0^0= 60, 


/o =240. 


Voorts is 









2'««^UQy = Ï2-4^ en Qü =(y,-y'o)&cUQY, 
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a?o-.T'o= 85, Zfly = 1.9294189 
yo-/o=-176. Zo^ = 2.2465127 



= 2.2455127 



LofftanpVqjz=, 9.6889062 

ÜQY = 25*46'48", Z«y««j = 0.0466268 

2Zo^Qü=: 4.6820760 
Qü» = ;3»=: 38205.00 



Zo^QU = 2.2910380 
QU=;3 =195,4810. 



Om de coördinaten van het punt U te berekenen, stellen wij die 
van Q en U voor, door 
van Q, iC,, y,, 

van U, x^zz^a^+r^Sinif y^^izb^+r^Oos^, 

en wij hebben wederom de vergelijking 

P 
Co8(^-x)=S'^Sinx, i = x + ^ooffco8{B^^JSIinx\ 

stellende y = ir,-a4, ^^" = ^,-^4, ^, =r (7o^%.J 

Met de bekend geworden hoeken ^ berekent men verder de coör- 
dinaten van U door de formolen 

x„ = a^ + r^Sini en y„ = ^4 +r| Cb«5. 
(Berekening D.) 



O 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
O 
10 
11 



« 


Ly^VY^S. 


0» 


51*20' 26" 


30 


60 49 17 


60 


50 36 6 


90 


50 32 3 


120 


50 48 64 


160 


61 26 49 


180 


53 62 49 


210 


57 44 33 


240 


60 8 45 


270 


59 15 33 


300 


66 11 63 


330 


63 9 42 




«0. 

69.72690 

50.60119 

59.67427 

69.72344 

60.05584 

61.29272 

63.11141 

64.66138 

63.27558 

62.40582 

60.93462 



240. 

240.33815 

240.49184 

240.52458 

240.34250 

239.93008 

238.30860 

235.63132 

233.90524 

234.54746 

236.71661 

238.79272 
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E. Beweging der punten V en W. 

De beweging, die het puntV^ en tegeli^ ook hei punt W, onder- 
gaat,, bidt tot eene andere wiskundige beschouwing, dan wij tot hier- 
toe gebezigd hebben. Het punt Y namelijk wordt vooreerst door 
het punt U medegevoerd , en zou, alleen daaraan gehoorzamende ^ den 
omtrek van een cirkelboog, uit 0^ beschreven, doorloopen; doch 
ten anderen moet het de beweging volgen, die de stang TV aan het- 
zelve mededeelt; zoodat uit die gelijktijdige tweeledige bewegingen 
de meetkundige plaats van dat punt bepaald wordt. 

Wij hebben nu hier te doen met een veranderlijken scheef hoekigen 
driehoek TUV, wiens opstaande zijden bekende en standvastige leng- 
ten hebben, doch wiens basis veranderlijk is, en waarvan de uitein- 
den altijd blijven móeten op twee bekende kromme lijnen. Uit deze 
gegevens zijYi nu de hóeken te berekenen, die de kruk UY met d^ 
as der Y maakt. Die hoek ÜYY bestaat in dk der beschouwde 
gevallen uit twee veranderlijke hoeken TüY en TUV; de eerste is de 
stand van de stang TU ten opzichte Van de Y-as, en de laatste de 
hoek van den zoo even gemelden driehoek TUV, gelegen tegenover 
de standvastige zijde TV. 

Bepalen wij eerst den initialen driehoek ToU^V^. 

Dè doördinttten Vttn 

To zyn a7,o =131,34022,y,o = ÖM3734, 
Uo zijn a?„o = 6^, y.^ = 240. 

U,Vo=20, LY.UoVo=-116»=64». 
Hieruit volgt ónmiddeltq'k 

r^ToUoYo=:^^^-^, en ToUo=(y,o-y«o)^^tjT,UoY,, 

a?,,-a:„o= 71.84022, Zoy = 1.8533344, 
!// o -y«o = 174.56266, Logz: =: 2.2419514 =2.2419514, 

ZoyTyToUoYo = 9.6113830, 

LToUe Yo = 22*13'44"; Logèec = 0.0336083, 
2Xö^ToUo= 4.6609194 LogH^V^ = 2.2764697, 

(To Üo)> = 85656.63 T, U^ = ] 88.6644. 

Uit ÜqVo en LYoU^Vj vinden wij voor de coördinaten van Vo 
ar,o = ^«o-XJoVo^»Y,UoVo= 60-20i«»640= 42.02412, 
y^o =y«o-^o^oÖ?«Tö^oVo== 240-20 a>s64«= 231.28258; 
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en (ToVo)*={(a;.o-^.é)H(y,6-y.o)M = 

= {(181.84022-42.0S412)*+(Ö6.48734-231.23268)«} = 
= {89.31610»+ 165.79524*} = 35465, 
en To Vo = i/8B465 =: 188.3216. 

In den scheef hoekigen driehoek TUY hebben wij verder 
TV*=TU>+UV*-2TU.TV.a>«TUV, 
of a?«TUV={TU«+(VU>-.TV»)}:2TU.UV. 

TU»= 35556.53, 
VU»~TV* = -35065.00, 
TÜ»-f(VU»-TV«) =+491.53; Logz=, 2.6915.500, 
2TÜ.U V=7642,575; Log = 8.8775197, 
Zo^a?«TUV =8.8140303, 
LTÜV=86'15'48", 
LTÜY=22 18 44, 
LVUY=T4" 2~4, 
LVtJW = 90, 

Eindelijk verkrijgen wij de coördinaten van W^ door 
x^ = 60 + 20x0.487831 = 68.746620; 
en y^Ts 240-20 x 0,899057 = 222,01886. 

Stellen wij nu, om de coördinaten van W voor de overige wAar- 
den van t te berekenen, dé coördinaten viEiti 

T = ^, etiy, en die van U=i:, en y^^ 

dan beEckent men daaruit eerst den afistand TU en LTUY, en ver- 
Tolgena uit den scheef hoekigen driehoek TUY^ waarin TU v^raa- 
derl^k doeh TV en UY standvastig ssijn, den hoek TUY, en met 
dezen m de driehoeken TUY en YUW de hoeken YUY en 
WUY; en, dese laatste gevoiiden hebbotde^ met den straal UW, 
de coördinaten ^ en y van het punt W. 
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Deze bewerkingen uitvoerende, verkregen wq 
(Berekening E.) 











Coördinaten van W. 


t 


« 


TU 


Z.TUV 


Z.WÜY 


X 


y 





0' 


188.64300 


8e'15'48" 


+25'67'66" 


68.74662 


221.96598 


1 


30 


187.41240 


89 33 14 


+ 24 3 32 


67.88051 


222.07559 


2 


60 


185.39330 


95 22 21 


+ 19 318 


66.13069 


221.68774 


3 


90 


1^2.45230 


104 5 8 


+ 10 27 52 


63.20677 


220.85722 


4 


120 


179.30150 


113 69 24 


- 9 36 


59.66858 


220.34258 


5 


150 


177.34900 


120 36 42 


- 8 29 30 


57.10252 


220.14952 


6 


180 


177.84710 


118 52 33 


- 9 13 51 


68.08448 


218.56760 


7 


210 


180.85380 


109 51 


- 1 34 18 


62.66287 


215.63886 


8 


240 


184.30800 


98 32 47 


+ 7 55 51 


67.32094 


214.09654 


9 


270 


188.96200 


90 50 40 


4 1624 38 


68.92584 


215.36222 


10 


300 


18845710 


8634 10 


+ 22 16 12 


69.97988 


218.20623 


11 


330 


188.46900 


8632 4 


+ 23 4626 


68.99710 


220.48982 



De aldus gevondene coördinaten z^'n die van twaalf punten van de 
verlangde kromme l^n, die bij elke omwenteling der drijfas door 
het punt W beschreven wordt. De plaats dier punten is op eene 
grootere schaal aangewezen in figuur 2, ten opzichte van een ander 
rechthoekig coördinatenstelsel, evenwijdig aan het eerste, doch waar- 
van de abscisen met 57, en de ordinaten met 214 verminderd zijn. 
Wij zien uit de figuur, dat de bovenzijde dier kromme lijn van 
^ = O tot t znB bijna een cirkelboog doorloopt, maar dat zij van 
onder zeer sterk gekromd is ; van ^ = 6 tot ^ =r 8 , daalt het punt 
W, om van ^ = 8 tot if = O wederom spoedig te rijzen , eene beweging 
die aan het praktische doeL beantwoordt. Ofschoon de twaalf berekende 
punten der kromme lijn voldoende kunnen geacht worden, om door 
de constructie dier punten den loop der kromme ten naastenb^ en 
in het algemeen aan te geven, kan het wel eens de vraag z\jn, om 
de overige punten dier kromme te bepalen, waartoe wij nu zullen 
overgaan. 

F. Algemeene vergéljjUng der kromme. 

De eenvoudigste weg om zoovele punten der kromme te vinden 
als men wil, zou wel deze zijn, om de waarden van o? en y te be- 
schouwen als algemeene leden van rekenkundige reeksen van hoogere 
orde, om dan door interpolatie-formulen een willefeeurig aantal tns- 
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schentermen te berekenen. Deze methode moet dan aangewend wor- 
den, wanneer men de analytische uitdrakking niet kent, maar, zoo- 
als in ons geval, slechts eenige nnmerieke waarden voor gelijke op 
elkander volgende waarden der onafhankel^k veranderlijke. Daar 
echter uit de twaalf gegevene waarden slechts één verschil van de 
elMe orde voorkomen kan , zou de interpolatie op deze w^ze nog al be- 
zwarend worden voor waarden, die niet aan het begin of einde of 
in het midden der reeks vallen. 

Op eene andere w^ze kan men de vergel^king der kromme voor- 
stellen als eene parabolische kromme lijn, van den (« — 1)*^®" graad, 
met onbepaalde coëfficiënten, om dan nit de n bekende waarden die 
coëfficiënten te zoeken. Heeft men die gevonden, dan kan men, 
tusflchen eiken term , één term in het midden berekenen , en men heeft 
alsdan gegevens genoeg om door achtereenvolgende interpolatiën zoo- 
veel termen te vinden als men verkiest. Dezen weg inslaande , zoeken 
wig eerst de achtereenvolgende reeksen van verschillen van elke orde 
voor de twaalf gegevene coördinaten van x en van y afzonderlijk. 

Wij verkrijgen alsdan voor de eerste termen der reeksen van ver- 
schillen als volgt. Coördinaten van fig. 2. 
(Berekening F) 
a o =+11.74662 

A, =Xi -ar„ =- 0.86611 

A, =xj - 2jr, +aro =- 0.88371 

^, z=ijc^ - 3i?j + 3ari-^o =- 0.29039 

A^ =a;^ - 4.^3 + 6^,- 4ar,+^o =+ 0.86022 

Aj =ar5 - 5ar4 +10i7j- 10^?,+ S^Tj -.To =+ 0.17636 

Afi =:r, - dx^ +15^74- 205^3+ 16a7j- 6a7j+:ro =— 0.21343 

A; =a;^ - 7ar, +2lj?5- S5x^+ 3647,- 2Uj+ Ixi^a^o =- 3.36646 

A, =:r8 - Sa;, +28jrg-- 66^75+ 70a; 4 - 56j;3+ 28a?j- 8ar,+a;o = + 10.02564 

A, =1x9 - 9x^ +36ar7- 84ar« + 126jF5 -126:^4+ 84^:3-361:4 +9a.,-aro= -16.27737 
A,o=ar,o-10a79 -^45a;f,-\20x,+2\0xt,-252a;^i^2l0x,-\20a;^..+x^ =+21.93711 
A, , =arj j-llarjo+55ar,-165ar8+330ar7-462ar8+462a7g-330a;4...-aro =-46.49721 
en voor de ordinaten y en hare verschillen 
y^ =+ 7.95598 

A, =y, -y, =+ 0.11961 

A, =t/, - 2y, +1/0 =- 0.60746 

A, =y, - 3y, + 3y,-i/o =+ 0.36479 

A^ =y, - 4y, +ï/o =+ 0.09376 

As =ys - 5y, . . . "Vo =- 0.44661 

A« =y, " 6y, . . +2/0 =- 1.01668 
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A^ —y, r^7y, -^y, m;^+ 6.0485i 

Ag =^8 ^ 8yf • • . . +yo :ss:-'l3.7l04ö 

A, =y, - 9|/8 -!/o =5 + 19.00053 

Aio=!/io-10y8 +y. «-14.494Ï3 



Aii=yu~ïlyio -^Vo 



:- 7.17516 



Wij nemen nu voor de vergdijking der parabolisehe.kipomme de 
volgende formule 

en y =a'+*7+c' ^H<?^* +^^* +/^' +/^*+>^'^' +«'^' +*'^' +^'^ ' "" +^' 

van welke da Q^heken^e coëfllci^nten a, ö, c , , «a ea «', i', d , . m! 
te bepalen «i^n. 

Wilden wij de »|geween^ vergelijking vinden onmiddellijk in ^ en 
1/ uitgedrukt, dan souden wy, wanneer «o*0ot «f i»j3i, ^«.^i , .<!j,.^« 
de coördinaten vopjf^teUen der (»+l) gegeven punten, vpor de alge- 
meene vergelijking der po^raboUsehe kromme stellen knnnen 

waarin X, Xj . .S, de volgende waarden hebben. 



;'..s}'(ï> 



(H) 



(«— fltj)(flf --«,)(« — «3)(a — «4) . . . (a — «, 

^> — m iw": — ^ \/ , T7T — ~"T — } 






X. 






'(««-«)(a»-«l)(«»-«j)(*«-^s)—(«»-««-i) 
alsdan zal de vergelijking (II) de vergelijking der parabolische kromme 
uitdrukken, die door (» + l) punten gaat, want voor 

x = » i8X=:l, Xi=5 0,Xj =0, ...X„=0, dus |/ =;: p; 
.t?r=:«ii8Xz=0,Xi = l,X, =0, ...X„=0, du8y==/3|; 

»#. «f. «ff. •..,.•»•••..• 

en voor a? = «„ is X=r O, Xj = O, X, = O, . . . X„ = 1, dus 1/ = (3,. 
Gemakkelijker zal het evenwel zijn de coëfficiënten der formulen 
(I) te berekenen. 

Daartoe stelle men in die formulen achtereenvolgens ^ = O , ^ z= 1 , 
^ =: 2, ^ =: 3 . . . ^ == 11 , en wij verkrijgen dan van elk der onbe- 
keaden, ;r en y, twaalf vergelijkingen, waaruit de twaalf coëffi- 
ciënten a, d, c . . . w, en ook af, V, c' , , .m' moeten afgeleid worden. 
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Vffigens deze berekening yerkrijgcln wg ai^öo root ctë il^meene 
rergelijking der kromme lijn, die door twaalf gegeven punten gaat 

a? = + 11 .74622 + 640.Ü9 Il^;»69f5^- 15f 7.021 196556 ^ + 

- 108.8249060' 0^» -636.02724fF300#* + nèÓ5lli\mt^ - 

-14.216455931 ^«+0.499671488;^^ +Ö.0268 f 1S'?2^« - 

+ 0.001814118^» + 0.0000?01l2f<»-Ö.ÖöeöBirf»^»». 

y =z= + 7.95698 - 0.506367362^ + 0.131047466^* + 
+ 0.851076708 <» - 0.450624830^* + 0.087668360^* + 
+ 0.014378057 ^« - 0.009816487 <^ + 0.0019a6&ö7^ - 
- 0.000186980^» +O.O0Ó008892^i« ^ftÓOOÖÖlJiSÖi» ». 



OVER DË FIGUUR, WELKE ONtST&AT, WANJ«»ft ÜÈN 

OP DË ZIJDEN VAN EËN DRIEHOEK PARAtLËLO- 

ÖRAMMEN BESCHRIJFT, 



DOOtt 



D". n. €. PARAtRA. 



1. In de Nieuwe Ww- en Natuurkundige VerhandeUixgeji door 
li«t geuootftïliap //Eene onvermoeide arbeid komt alles te bOTen", 
uitgiKgeyen in het jaar 1844, komt eaa opstel voor van w^len J. B. 
Bamav^f getiteld, Ferhand^nff over eenige Hgenèchofp^ f^tn den 
regttijnigen driehoek^'. Set heeft tot oaderwerp de figuur, welke 
ontstaat i wanneer men op de djden eens driehoeks buitenwaarts vier- 
kaBtea besohr^ft, en aldus steeds voortgaat. Ook in een tjjds^hr^t 
voor Wis- en Natuurkunde, in l&5i^ te Amsterdam bjj LoH4N ï^ 
Beudler verschenen, vindt men van onbekende hand een st«kje, 
waaria voor een deel heizdLBe behandeld wordt. 

Het kwam n^ voov^ dat veel van hetgeen daar omtrent die fignur 
l^zègd woBdt, vatbaar moest z^n voor ruimer opvatting» «n dat 
tevens de wijze van afleiding aanmerke^jk kon bekort worden. Ëen 
nader onderzoek daarvan voerde mij inderdaad tot de uitkomsten, 
wdkè iü bet Volgende VerttoeM zijn , eü waafhl Méér algömeelie for- 
mtïlènröörkonién, welke a*s bijzonder geval ai 'datgene ötoVöttdn, Wftt 
in héi boven resmelde geschrift van 8ohhji>t geronden wordt. 

2. Laat AA'A' een willekeurige driehoek z^n, welks inhoud I 
ej^ Op xgne 9|den beschiv^e men pavallelograminen A'A'Bi'B/, 
A'AOjC/, AA'D/D, met gelijke hoeken ^n zoo gelegen, dat aan 
élk ïlöekpnnt des driehoeks een seherpe hoek vStt é^ «i èëtt stonlt» 
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hoek ran een tvreede parallelogram samenkomen. De verhoudingen 
Tan de ongelijke zgden der parallelogrammen noeme men respectire 
A, A' en A'. 

Men trekke dan de verbindingsl^ nen C | D , « D | ' B /, B | ' G , ', en 
oonstrueere op deze drie parallelogrammen G^ DiB^'B,' enz., waar- 
van elk gel^kvormig is met dat, waartoe de aan zijne basis over- 
staande zyde van den zeshoek GjD, D/B/B,'G/ behoort, doch 
zoo geplaatst, dat aan elk hoekpunt van den zeshoek een scherpe of 
een stompe hoek samenkomt met een stompen of scherpen hoek van 
een der drie vorige parallelogrammen. 

Weder trekke men dan de verbindingslijnen G, D, , D,'Bj', B^'C,', 
en constmere op deze een drietal parallelogrammen Gj^D^B^'B,', 
enz., onder geheel dezelfde voorwaarden als het vorige. 

Door op deze wijze voort te gaan, verkr^'gt men eene reeks zes- 
hoeken 0*D*D/B/B/G/. 

De ruimte, begrensd door de omtrekken van AAA'A* en den 
eersten zeshoek, bevat, behalve de drie parallelogrammen, drie drie- 
hoeken AGjD, , A'D,'B,' en A'B/G,*, die wij respectievelijk 
door II, 1/ en I,' aanduiden. 

De ruimte, besloten tusschen de omtrekken van twee op elkander 
volgende zeshoeken C*_ , D^.j . . . G'^.j en G^ D* . . . G*', bestaat uit 
de drie parallelogrammen , benevens drie vierhoeken B'^_,G^D^B*;t.|, 
G%.,D/Ba'C*.i en D*.,B/G/D%.i, die wij respectievel^k 
door Ik, 1/ en I*' voorstellen. 

Kortheidshalve moge nogA'A'rzia^, A'A=ao', AA' = ao', 
G;tD^ =a^, D*'B*'=:a/ en B/C/ z:za/ gesteld worden; 
daaruit volgt dan tevens B^'B^'^za^.i, C/Ct ^a^^^ en 
D,D/ = a%.». 

3. Men brenge nu door A de lijnen A^ en AZ| respectievel^k 
evenw^'dig met de opstaande zijden der parallelogrammen op (^^ en 
«j,, alsmede op gelijke wyze door A' de lynen A'^' en A'^/, en 
door A' de lijnen AT en A'^j'. Alsdan is 

L^AD, = LZiAA'-LDiAA'=LAA'B/-^A'A'B/=:^AA'A', 
en /.iiDiA=LB/DiA-LB,''DiCi=LDiAZ-Z.D,AA'=LZAA'. 

Hieruit volgt dan, dat AADj^, ojAA'AZ; terwijl op volkomen 

gelyke w^'ze blQkt, dat ook AAGj Z,coA A'AZ;AA'B,7/cn?AA'A7', 

AA'D/Z/<n>AAAP, AA'G/Z/cN^AAA'r, enAA'BjV/cNjAA'A'Z' 

,^ ^ ^ ^ A'Z AA 1 IA.' 1 j , , 

IS. Men heeft dus z—r^^^ i^^ = -r en tr-r =t>; dernalve 
^jA U|A A 6| A A 
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A!l X' A'l' A" Al' X 

ÏJi= J7'> en eyenzoo -^ = y en yr^, = ■^; waaruit door 

A'l A'V Al' 
vermenigvuldiging verkregen wordt yrr • ttt" • 'ItT' ^^ ^* ^® lijnen 

Ia. & a fr a 

A^, A7' en AT snyden elkander dus alt^'d in éévL punt, hetwelk 

wij O zullen noemen, terwijl AO = ^o, A'O = ^o', A'O = i^", 

AOA'A'sriy, AOA'A^io' en AOAA'=:to' moge zijn. 

Trekt men nu nog Ih evenwijdig met AA', zoo vindt men 

dus AZ : O^ z= A' ^"4. A' A + A A' : A' A'. 

Stelt men dan A'A*'+ A'A+ AA' = Z, zoo is •:— =: -7-7 ; en 

\J l AA 

evenzoo 57 =^3^. ÖF = IT" ^«^^^^ •«=-X-I' 



A'A . ._AA'. 
— 1, fo _ — 






Klaarblijkelijk is ook I, =A'a'I, I/^rA'Al, I/rsAA'I; 
dus r = r^= K=-^«^ I,+I/+I/ = ZI (1) 

*0 *0 *0 

Verder is C,D, =:C,Z, + ZiD, =(A'+A')AZ = - AO, 

A 

derhalve -^ = -r-f = T^=^ (2) 

*o ^0 ^0 

Door toepassing van het theorema van Stewabt vindt men nog 

en hieruit »,» = A*(A'+A'')ao''*+^'(^'+^')ao'*--''^'^'«o^ *e>^*l 
de optelling van deze waarde by de gelijke van «/* en a/* geeft 

«i'+^i"+«/* = i^K'+«o'H«o'')+2(A«-AV)ao'+ 

+ 2(A'»-A'A)ao'*+2(A'"-^^')«o'' • • (8) 
4. Verlengt men Cj B/ en D, B/ tot zij elkander in Oj , — D,'0, " 
enBj'C, totzy elkander in O,', — B/Dj en C/D/ tot zij elkan- 
der in 0/ sn^*den; zoo is aB/B/0, o^t^, AC/Ci 0/rv>t^', 

Dit geeft met het oog op (2) 
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b7ö7 c?ü7' */ -^' 

waaruit njen mag besluiten, dat 1,, 1,' en Ij'trapezia zijn; tertrql 
•o »o' »■«' O.B,'* 

= (*+Bi^')B-75:=(^+*)^. 

Verlengt men «rennso 0,Bj,' en D,Bj' tot a^ eUunder ia 
O,, — D,'C/en B,'C, tot zg elkander in O,', — B,'D, enCj'D,' 
tot BQ elkander iA O^' snijden, zoo is 

AB,'B,'0,~I,, AC.'C.Oj'^I,', AD,D,'0,'<N>I,'; 
waaruit rolgt 

«lCj _ 5/Di _ A«, _ ^ . , 0/D,' _ C, B.' _ A'»,' _ ^ , , 
0,0,' - D,0,'- A«o ''■^' D.'W" B,^ - W ~ ■•" ' 
P.B,'_D.^C,'_ A-a,'_ , ., 
B,'0, — C.'O,' — AX ^+^' 

zoodat ook I,, I,' en I,' trapezia zijn; tenr^l 
k-k'-V- O.C»*-0»B," /., C.B.'\C,B,' 

I, i.'-i,-- o,B.'« - 1''+ btö; j btö; - 

= (i;+8)(z+i). 

A^=^-'^=(^+»>(^+i)i«^^==:-<=^;=^+«- 

Breugelhaikfclijk betoogt men, döt I4, Ij', 1/ trapezia z^, « dat 
if = ,^ = ^* = (-t*+4i+2)(i;+2)i. 

^*=^i4 = ^ = zt + 32;+i is. 

•"«r «o ^% 

Men steUe nu nog A0jDjO,=tj, A Öj' B^'O/ =±fj', 
AB/Cj'Oi'szfy, en algemeen, de door verlonging vi» C^B'^.i 



n 

en D*B%_, tpt hato itoflptfnt O^.,, — vah D/C%., en B^C*_, 
tot haar snijpunt 0'^_i, — van B'^D^t., en CTiD'*,, tot haar 
sB^puat O'f-r ontstaande dnahodcen 

terwijl t| , »/ en »/ met I,, 1/ en 1/ identisch z\|n. 

Neemt men dan aan« dat ^le vierhoeken van I^, I^' en I^' af 
tot I|^i, Vjt^t ^ I'ifc--» trapezia z^nj wier inhouden zioh verhou- 
den alB A'a': A'A: AA'; ZOO volgt ttit die onderstelling 

1«. dat !ü*zl=^=i?;»±i i,; 

2 . dat ^F— 'A^ ' =^ T^> r fc""^^ *^ « m nr, . . jt ., « 3B 

^*-l^*-8 i>ifc_lU*-3 0*_iUt«3 

~ 0»-i 0*_3 ~ D*-2 O»^, — D'»_j 0^«3 ''' 

of volgens de constructie der parallelogrammen, en omdat steeds 

en AD*»iIfft_iO%„i^t'»_j is, 
^^k^t _ Aa*^3 _^ AV*., aV^.3 

~ SITTbv: ~ ö^TTovT' 

Nu is echtöt Ojk_i 16»' = D^^i B*' = A<«*_i , 
iy,^iO/=iB',^iC»i£:AVik_i,B%^iï)*=C%..,D;t'=xAV*^,; 
derhalve 

tf jfc-i C» __^ AVjt_i A ^i>^t_8 0;t^f ïl^i_i , 

CV-iJDj^ AVt^t ^_ AVt,3 tyt-iC't-i . 

C»-.iB', A«».i ~ Aa».a ~ C».! C»^i ' 

D*-iy* _ Aa>,i _ Xajt^i _ QVi D]r-i . 

welke vergelfkingen het be^'s bevatten, dat daH ook I^^, Ij^' en I»' 
trapezia zyn, wier inhoudt zich verhouden als ijt^% : •*»_! :<'»-i = 
= A'A':A'A:AA'. 

Daar nu in het voorgaande bewezen is, dat het onderstelde waar 
is van I^, ï|' en Ij' tot t^, 1^' éü I«', 20o is Merméde algemeen 
betoogd, dat al de vierhoeken I trapezia zgn, en dat men stdeAi keeft 



Ook vormen de parallelogrammen zes reeksen, wier zijden respec- 
tiye evenwijdig zijn met die der op a^, a^\ ap'^ ai, a^' en a/ be- 
schrevene parallelogrammen. 

5. Houdt men dit in het oog, zoo toont de figuur onmiddellijk, 
dat steeds é^, 1^' en ik' kunnen worden samengevoegd tot één 
driehoek, welke bij even waarde van k met AA'A", bq onevene 
waarde van k met OjO/O/ gelijkvormig is; terwijl verder steeds 

is. Men heeft dus, omdat OiO/0/ = I, + I/+Ii'' is, 

I jp 4*1 £/> + 1 if Hp "f ^ 8^4** lp _ Hp-i"^^ ip-f^^ 2p-i 

I ~ I I "" 

^iP-i'¥^'%P-i+^'2P-i iip-i'\'*\p-\+i\p'i 

I. + I/+I/ ~ 0.0/0/ 

0^0/0/ — TT^ V 

derhalve volgens (4) en (1) 

lü. — ^'^f — ^"if — ^^tp-^^tp-t l 
A'A' A'A AA' «ft* 'Z 

"... (6) 

A'A' ~ A'A ~ AA' ~ «1* ^' 

Stelt men eindelgk nog A'B'isA'B', = ^, , A''0\= AOi=*i', 
O'*-tB\=0^«iB';fc=^,, 0'ft^iO/ = 0,.iC;,=^<ft, zoo is 
uit de figuur zichtbaar, dat steeds 

^ _ *«. ga/-i _ 6\p-i (^ip _^' tp. 

dus ook volgens (2) 

öj^ = — aj^= 7— «2J» en d,^_i = — a,^.i = _2 « is. 

Algemeen is bovendien blijkens de figuur 

**=^A_2 + Aa;t-l of ^;fc— Aflfjfe^i—^ft.a =0; 

derhalve 
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«o *i *o ''l ^0 <*1 

en evenzoo 

Met behulp dezer Tergelijkingen rindt men dan uit (6) 

of I,,-(Z+2)I„-.+I,,-» = 0; 

- z V ^-^^+^^Tlr' 

of l2/-l-(^+2)l2/-2 + l2,-3=0; 

dus voor alle waarden van J& en Z + 2 = if stellende , 

I;fe-ifl».l +!*_,= O . (6) 

De inhouden I blijken dus de coëfficiënten te zijn van de termen 
eener wederkeerige reeks, voor wier voortbrengende breuk men met 
het oog op de waarden van I, en Ij uit (4), verkrijgt 

l-ific+a?** 
De algemeene term der reeks is dus Ijfca?*~*. Nu is identisch 
Va'I _ Va*^! f 1 1 1 

waaruit volgt dat de algemeene term tot coëfficiënt heeft 



1) Hieruit volgt gemakkelijk, dat algemeen «* — (XH-2)a*_2-f«*>4=0 is. 



u 






dus 

J 



+ (J)iK*-5(Jf'-4)'4-...};(7) 

waardoor nu geheel algemeen de waarden van I*, Ijt' en Ik" worden 
gegeven. 

Neemt men in (7) k=z^p, zoo bevat de vorm enkel onevene 
machten van M, Bij de ontwikkeling vindt men dan voor de coëf- 
ficiënt van ifi^-ï'^-i 

{(2j9-2/e-l) (o)+ (2j9-2»-3) ( 1 )+••• + 

_ 2^(4jp»-2»)(4;E.»-4^j...{4i?»^(2jp~2g~2)^ } ^^ _J _ 

~ 1.2.3...(2i?-2»^=n0 y^i'P'in-t — 

_ ^ 2^^-»"-'(2^~a.-l)(2^-^^2).....(nfl) I _ 

^ '* 1.2,3...(2i?-2«-.l) 2>^-»'-i ~ 

=,-i,-(^''-r').. 

zo«dM voQr evaoe waarde vftu k, de g^aa9t# der ontwikkelde vorm is 

Voor ^ z= 2jp + 1, komen alleen evene machten van M voor. De 
coëfficiënt van ^*'"*** is dan 



1) Zie S€ifLoHU.CH, ^^^r. Jnml^ms, 8« Aaflage, $ S£. 



ffi 

{(2/,-2»J (oj +(2^-2»-a) ("l ] + ••• + 

1.2.3...(8i»— 2«) "^ ^ ^ 2»i>'i«- 

2«^-»»(2j>-^)(2p-^-l)...(«4.1) , ,,„ I__,_,i»/2f-«\T 
1.2.3. ..(2i»-2») ^ ii -^fïT:^» — l *i 1^ « j^ï 

wa»ruH dus voor onennea «WMndon Tsp ^ volgt 

De verkregen uitkomsten leeren dii5 

1*. dat de waardQ^ ^(f» l^y V ^^ ^it'' g^^i^ M»dere stftndyastigen 
bevatten dan de inhoud I \iau den oorspronkelijken drielioek en de 
grootheden A, A' en A'; en derhalve onafhankelijk zijn van de ge- 
daamte van den dnahoek en van de hoeken der parallelogrammen ; 

2^. 4fl^, KQPiira Ps^^" en M (gphofite gejtiJkii éjm, :aile h gfheele 
veelvouden vj© I wordeUt Dit bjijkt behöJiV^e uit de Yormm m eu 
(9) reeds uit vergelijking (6). Immers I,= a'A".I, i,,==ilf A'A'I 
en verder 1^^:= Jflfc—i — Ia— ». Zuilen ook V en V' ;geheele ved- 
vouden van I zijn, zoo vordert dit bovendien, dat A"A en AA' ge- 
heele waarden hebben. 

7. Verlangt men dat lig=zl,f' =z L^^' zal zijn, zoo moet daartoe 
A'A" ^z: A'A = AA' of A = A' = A" zijn. In dat geval worden al 
de parallelogrammen gelijkvormig. De punten l, Z' en l" zijn dan 
de migidtiis «k^ idjd/en» w. O ^ du» het ejo^tmostcypunt i^n don driehoek 
AA'A*. Ook Zj , ^,,' fiti Zj" zyn in dit geval de middens van »,, 
a,' en «/. 

De vergelijking (3) verkrijgt de vorm 

«i* + a'i*+«%' = 3A«(ao*+a'o* + «%*). 
Neemt men in het bijzonder A = A' = A» = 1 , zoo worden de 
parallelogrammen gelijbvfvni^ niit^n. Alsdun is Z = 3 , üf = 5 , 

Men verkrijgt dus voor dit geval 

^ = — =^ = 3- — =— = — = 4- 
«1* +«'/+«'i^ ^3 (A*' +4^'*4'«o"'*)^ 



!l/. ^^ S'fllZi.X "51^:12; ^/-1 *l^-2 1 '^^|>~3 . 
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It-6It_i+It_a = 0; 



i,=.r» = r, = g-lr{(?).6'-»+(3)6*-^2i+(5)6*-^2i'+...); 

+ (_!),-. (H^^Jpl)5H(-l)-'f5}l; 
1,,^, =1',,^. = I'„^. =f L (-1)- (^V**) 6»'-'" = 

+(_!).-. ^5H(-ir}l; 

I, = I, I,= 61, 1, = 241, 1» = 1161, Ij = 661 1, 1, =26401. enz. 

Büykbaar blijft dit alles onveranderd, wanneer men de ruiten in 
rierkanten laat overgaan, waardoor men het bijzondere geval verkrqgt, 
dat tot dit onderzoek heeft aanleiding gegeven. 



EEN STEREOMETRISGH ANALOGON VAN HET 
THEOREMA VAN PAPPUS, 



D". H. C. PABAIRA. 



STELLING. Construeert men op al de zijvlakken eener piramide 
willekeurige prismata, doch wier boven vlakken elkander b^ uitbreiding 
in een punt snijden, zoo is de som hunner inhouden steeds gel^k 



97 

aan den inhoud van een prisma, dat met de piramide het grondTlak 
gemeen heeft, en welks ribben geKjk en evenwijdig zijn met den 
afstand van den top der piramide tot het gemeenschappelijk snijpunt 
van de bovenvlakken der prismata. 

Bewijs. Zij TABCDE... een deel der piramide, TAB FGH, 
TBCIKL, TCDMNO, TDEPQS vier der prismata, T' het ge- 
meenschappelijk snijpunt hunner bovenvlakken. De snijlijnen Va, 
T' ó , . . . der bovenvlakken onderling loopen dan evenwijdig met de 
ribben TA, TB, . . . der piramide, en die met het grondvlak sluiten 
een veelhoek ahcde , , . in, gelijkvormig met ABODE.,., en zoo 
gelegen, dat aA,&B,(;C,... elkander allen snijden in het ontmoe- 
tingspunt van het grondvlak met het verlengde van T'T. Trekt 
men dus uit A, B, C, . . . lijnen evenwijdig met ET, welke Ta, T*^, 
T'c,... in A',B',C,,.. snijden, zoo is AA' = BB'z=CC' = . . . 

= TT', terwijl A'B'C'D'E' evenwijdig en congruent met 

ABODE... is; zoodat ABODE ... A'B'C'D'E' .. . een prisma 
is, dat het grondvlak gemeen heeft met de piramide en welks ribben 
gelijk en. evenwijdig zijn met TT'. Is dan E' het snijpunt van -zyn 
bovenvlak met TE, • en trekt men nog E'A', E'B', E' O'... zoo 
blijkt onmiddeUijk, dat Inhoud TABFGH = Inhoud TA BrA'B'sr: 
= Inhoud ABE A'B' E' is. Evenzoo heeft men Inhoud TBOIKL = 
= InhoudBCEB'0'E' enz.^ waaruit dus de waarheid der stelling 
volgt. 

Daar de bovenvlakken van geheel willekeurige prismata, op drie 
zijvlakken van een tetraeder geplaatst, elkander steeds in één punt 
snijden, heeft men voor dit geval de 

STELLING. De som van drie prismata geplaatst op drie zijvlak- 
ken van een tetraeder is gelijk aan een vierde prisma, dat het vierde 
zijvlak tot grondvlak heeft en welks ribben gelijk en evenwijdig z\jn 
met den afstand van het overstaande hoekpunt tot het snijpunt van 
de bovenvlakken der drie prismata. 



N. A. V. W. Dl. IX. 



OVËh ÈENIGE THEOREMA'S OMTRENT ONEINDIGE 
REEKSEN, 



T. J. STIELTJES Jr. 



1. In het 89«'** deel van het JourHal für die reine tmd anffewfvndte 
MatkeMatik (S. 242 — 244), geeft de heer G. Frobbnius in een 
kort Djpbtd )iTTèef die Leihnitzsche Edhé\ een theorema, dat aldaar 
ten slotte Ofldelr dezen vorm uitgesproken wordt. 

/,fet «» éihe voh n albhangige Grosse, und nahert sich ~ — ^ — - — "-^ 

n 

bei waohsend^aa n eindr bestitnmten endlichen Grenze, só n&hert Mch 

(l-ifc)(«o 4.«iic4.5j a;»+«3''»* + . . o 
falls X bestandig zunehmend gegen 1 convergirt, derselben Grenze." 
Öit theorema vertoont eenige analogie met een ander, dat mij 
sedert lang bekend was en waarvan de waarheid, naar het m\j toe- 
schijnt, bij eenig nadenken van zelf duidelijk is; reden, waarom ik 
indertijd het volledig uitwerken van een streng bewjjs naliet. Het 
stukje van den heer Frobeniüs geeft me nu echter aanleiding, het 
hierop betrekking hebbende eenigzins te ontwikkelen, en er eenige 
bemerkingen aan toe te voegen; waarbij het blijkt, dat men alge- 
meener kan zeggen dat, wanneer w> O is, 

en OOK ~ . j 
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wanneer a; steeds toenemend tot de limiet 1 convergeert, tot dezelfde 
limiet convergeert als 

ll±ll±l^^±ii^voor«=:oc. 

De vorm van het bewijs van Frobenius schijnt mij toe niets te 
wenschen over te laten , en ik heb daarom niet geaarzeld hem hierin 
geheel te volgen. 

2. Het boven bedoelde theorema bestaat in het volgende. Zijn 
«oj ^i> ^2J • • • ^^^ positief, of ten minste niet negatief, en conver- 
geert de reeks 

voor alle waarden O <ir<l, maar divergeert deze reeks voor aj=.l; 
dan volgt hieruit van zelf, dat ^f^ix) boven alle grenzen toeneemt 
wanneer x, steeds toenemend, tot 1 convergeert. Vormen nu verder 

eene onbepaald voortloopende rij getallen, die tot een limiet M con- 
vergeeren *), dan is het duidelijk, dat ook de reeks 

f(x)z:zao8^+aiS^x + ai3^x^+ ... 

voor alle waarden van x, 0<a?<l, convergeert. 

In deze onderstellingen nu bestaat de te bewijzen eigenschap 
hierin, dat 

tot de limiet M convergeert, terwijl x steeds toenemend tot de een^ 
heid nadert. 

De omtrent de rij getallen 

*0 J *1 > *2j • • • 

gemaakte onderstelling heeft dezen zin, hoe klein een (positief) getal 
B ook gegeven is, het is altijd mogelijk een (eindig) getal n zoo 
groot te kiezen, dat, wanneer men stelt 

mn+k = M + sk, ^ = 0, 1, 2, 3, (1) 

de volstrekte waarden van 



^) Dat M eindig is, wordt hierbij als van zelf sprekend ondersteld. Het 
spraakgebruik, volgens hetwelk men somtijds van een reeks grootheden, die ten 
slotte boven alle grenzen toenemen, zegt, dat zij tot de limiet oo convergeeren , 
schijnt me, in het algemeen, niet aanbevelingswaard. 

8* 
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^0 j^i > ^iJ • • • *^1® kleiner dan s zijn. 

Zij nu 

dan volgt, met behulp van (1), 

zoodat ƒ (a?) een waarde heeft, gelegen tusschen 

en P + {M^b){4^(j)^Q); 

waaruit volgt dat ƒ (r) : J/ (.t) ligt tusschen 

en iïf — f + ■ ,/ . • 

Wanneer nu o? tot 1 convergeert, convergeeren P en Q tot zekere 
eindige limieten, terwijl, volgens de onderstelling, ^Ka?) boven alle 
grenzen toeneemt. Men zal dus x kleiner dan 1, maar zoo dicht 
bij 1 kunnen nemen, dat de volstrekte waarden van 

^(x) 4/(a;) 

kleiner zijn dan een geheel willekeurig gegeven positief getal 5 , en 
kleiner dan 5 blijven, wanneer x nog dichter bij 1 genomen wordt. 

Wat bewezen moet worden is dit, hoe klein een (positief) getal jS 
ook gegeven is, men zal altijd een (positief) getal u zóó kunnen bepalen, 
dat voor alle waarden van a?, die tusschen 1 en 1 — a liggen, (exclu- 
sive ic=:l, inclusive a? = l— a) de volstrekte waarde van het ver- 

schil -TT-^"^ kleiner dan Ö is. 

Inderdaad, men kan ec aldus bepalen. Men splitse /3 in de som 
van twee positieve getallen p = 5 4 f . Bij de waarde van s bepale 
men n evenals boven; namelijk men iieme n zoo groot, dat, 
Wn+jfe = üf + sk gesteld zijnde, «o» ^i » ^a» • • • ^^^^ kleiner dan s zijn (vol- 
strekt genomen). Nadat dus n en daarmee ook P en Q bekend zijn, 
bepale men nu » door de voorwaarde, dat de volstrekte waarden van 

+(a?) ^{x) 

voor alle waarden 1 — «<iB<l, kleiner dan 5 blyven. 
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Volgena het bovenstaande ligt dan, voor deze waarden van x, 

ƒ(£) 

tusschen ilf+f + 5 en M—e-^, d. w. z. tusscheu ilf+/3 en ilf— j3. 

Het is duidelijk, dat de onderstelling, dat ^{x) en f(x) reeksen 
zijn, gerangschikt volgens de geheele opklimmende machten van x, 
r bg de bovenstaande afleiding eigenlijk geene rol speelt; ' zoodat de 
' uitkomst gemakkelijk in een algemeener vorm uitgesproken kan wor- 
den. Hierbij moet echter opgemerkt worden, dat een wezenlijk punt 
van de redeneering hierin bestaat, dat m^, m , Wj, . . . niet van de 
veranderl^'ke .x afhangen, zoodat de bepaling van n geheel onafhan- 
kelijk is van de bijzondere waarden, die men later goedvindt aan x 
toe te schrijven. 

3. Als een voorbeeld van de bruikbaarheid van het bewezen theo- 
rema kan de hypergeometrische reeks dienen 

l.y 1 -2.7(7+1) 

Hierbij komen dus alleen die gevallen in aanmerking, dat de 
reeks voor ar = 1 divergeert. 

De volgende aan Gauss [IHsq, gen. circa etc. Werke III, S. 126 
en 207] ontleende eigenschappen mogen vooraf in herinnering ge- 
bracht worden. 

1) Van zekeren term af veranderen de termen van de reeks 
F(a, (3, 7, 1) niet meer van teekea, en zij nemen of voortdurend 
toe, of voortdurend af. 

2) De termen nemen boven alle grenzen toe, wanneer « + 13-7—1 
positief is. 

3) De termen convergeeren tot een eindige, van O verschillende 
limiet, wanneer a+j3--7 — 1 = 0. 

4) De termen convergeeren tot nul, wanneer a + /3--7 — 1 nega- 
tief is. 

5) De reeks convergeert voor a;= 1, wanneer a+^-7<0, en 
divergeert, wanneer a + P —7 > 0. 

Volgens 3) convergeert de uitdrukking 

«(«+l)..(« + »-l)/3(p + l)..(/3 + >^-l) 
1.2. .«. .7(7+1). .{y+«^l) 

waarin a + j3 - 7 - 1 = O, voor » = 00, tot een eindige limiet. 

Deze limiet is = -'^ . 

Il(a-l)IlO-l) 
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Iets algemeener viadt men, dat 

^'^ «(«+!). .(^. + »-l)y(y+l)..(y+»-l)~I%-l)II(^-l)' (3) 
voor » = Qo, wanneer a-J-jS-y— -« = 0; 
en wel volgt dit onmiddellijk uit de definitie 

TT/N 7- 1-2.3..» . 

Daar alleen de gevallen, dat de reeks voor a? = 1 divergeert, hier 
beschouwd worden, zoo ziet men uit (5), dat « + P^y>^ onder- 
steld moet worden. De gevallen a + /3 - y> O en a + p — y=:0 
moeten afzonderlijk behandeld worden. 

I. « + /3-y>0. 

Dan is dus w = a-|-p— y positief; neemt men nu, in het alge- 
meene theorema 

* ' '' 2«(t* + l).,(« + »-l)y(y+l)..(y + »-!)' 

/«-^' ^-- — ïTx:^ — ' 

dan is >)/(a!) =iao+a,a! + aj«' + . .. = (1— *)"*, 

ƒ(«) = a„», +«,»! « + «,«, X*. .= F(«, P, y, x), 
1 /ON i^- ,^ n(«-l)II(y-l) 

zoodat men onmiddellijk verkrijgt 

«-j-^-y>0, a!<l, 24»ta; = l, ) 

II. « + (3-y = 0. 

Neemt men, om dit geval te behandelen 

„ _1 ™ _ («-fl)(« + 2)..(»-|->»)p(P + l)..(P+>»-l) » + l 
""«' '~ 1.2.8..».y(y+l)..{y + »-l) ^« + «' 

«, = «. «. = ^1' 

dan is g,(a:) = «+f^ + f«»+...= fi^^_l_^, 

' ~ II(«)II((3-1) ~" «n(«-l)II((3-l)' 



Héi) -"'•-'"<^->'- 
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eu na een kleine herleiding volgt 

j.^ F{x,^,x + P,m) _ n(«+/3- l) 

^ ~" '^ 1) I 

... (6) 

a?<l, Idmx=:l. ] 

Het behoeft nauwelijks gezegd te worden, dat de door (4) en (5) 
uitgedrukte eigenschappen ook onmiddellijk uit de theorie der her- 
leiding der F functie volgen. De formule (4) is in overeenstemming 
met de formulen [82] op blz. 209 en formule [48] op blz. 147 van 
Gauss' W^erke, Bd. III, terwijl de formule (5) onmiddellflk volgt 
uit formule [28] blz. 217. 

Geheel dezelfde methode kan toegepast worden bij dip reejcsen, 
welke op dezelfde wijze als de hypergeometrische samengesteld zijn, 
maar bij welke de coëfficiënt van aj' in teller en noemor meer ele- 
menten bevat. Noemt men F{x) de oneindige reeks, waarvan de 
eerste term =1 is, en waarvan de »-f 1"^** term ontstaat door den «^«** 
te verineöig^uldigen met 

«(P,+«-l)..((3, + ii-.l) ^' 
dan vindt men voor 

a;<l, Idmxszl; 
en, wanneer «-|-«j+«j . . + «*— p, — (3, . . — (3* = O is, 

F(x) _ II(p.-l)n((3,-l). .11(^.-1) 

Lffi ^ \~n(«-t)n(*t-')-- II («*-!)' 

a?< 1, Limx = 1. 
4. Neemt men in het theorema van Art. 2 voor de functie ^{x) 
in het bijzonder 

zoodat ao = 0, = a^ .. = «» = 1 > 

dan volgt dus Z»i»(l-a:) {«^-f «j oj + ^jO;* + . . .} =if, 
a? < 1 , Limx == 1 , 
Lims„ = M voor » = oo. 
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Het theorema, in Art. 1 vermeld, is blijkbaar algemeener, want 
wanneer «, = ilf is , zoo ziet mèn gemakkelyk dat hieruit volgt 

^^ «,+..+.. ■+..■. ^^ 

n 
terwijl men uit dit laatste niet omgekeerd tot Lim8„ = M kan be- 
sluiten. 

Deze omstandigheid gaf aanleiding om te onderzoeken, of nog 
niet big andere aannamen omtrent de functie 4^(x) in het theorema 
van Art. 2 de voorwaarde Lims^zszM vervangen kan worden door 
de ruimere 

n 
en het bleek, dat dit werkelijk het geval is voor 

Het bewijs zal hier alleen voor i^{x) =: (ï—x)~" gevoerd worden, 
daar het bewys voor ^{x):=:zLg l j hierna geen bezwaar zal op- 
leveren. 

Uit de onderstelling, dat 

Z»»*iiL±fi_ll+iiLzJ =if, voor^=oo, 
n 

volgt, dat hoe klein een (positief) getal e ook gegeven is, het altijd 
mogelijk is een geheel positief getal n zoo groot te kiezen, dat voor 

— =r M+6k» Ar = O, !, 3, 3, . . . (6) 

de getallen fo> ^i * ^2> • • allen, volstrekt genomen, kleiner dan e z^n. 
Zij nu verder 



«=, + -.+.Jï+L)..+....+:iï±^,ï^>.-, 1 

terw\jl ik herinner, dat 

ƒ(«) = «o + Y ».*+ -^ï^' »,«'* + •. .. 



(7) 
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Uit (6) volgt voor Sn-^k de waarde 

8n^k = M+{n + k+l)ek^i-{n'{-k)ek, ^ := O, 1, 2, . . . (8) 
waaruit gemakkelijk op te maken valt, dat de reeks /(a?) voor 
O <ar<l convergeert. Met behulp van (7) en (8) kan men nu f(x) 
aldus voorstellen. 

Hierin is ter bekorting door («)^ de coëfficiënt van x^ in de 

u(u + lY*lu + p—l) 
ontwikkeling van (l— a?)-" genoemd, dus (»)^ = -^^ — a o — • 

l ,« ,o,.p 

Daar £|, £2>** &llen, volstrekt genomen, kleiner dan s zijn, zoo is 

de volstrekte waarde van B kleiner dan 

en evenzoo de volstrekte waarde van 8 kleiner dan 

1 
A fortiori z^n dus de volstrekte waarden van 22 en iS^ kleiner dan 
respective 

eo 

o 

±e{l-^u)l{u)tXk = ±e{i-u){l-x)-\ 
o 

Stelt men dus w + valabs(l — «) =: ^; . (10) 

dan is de volstrekte waarde van R'\'S kleiner dan 

f^(l-x)-" dus R'\'S=z6yt(i-x)-\ 
waarin y een positieve of negatieve echte breuk is. 

Uit (9) volgt dus nu, door vermenigviddiging met (l — j?)*, 

(\-xYf{x) = M+{F''MQ^n{u),6öX']{\^xy + eyt, (10) 

De functie P^MQ— n{u)„SQX'' is geheel rationaal in x, en 
neemt voor a? = l noodzakelijk eene eindige waarde aan , zoodat 
{P—MQ—n(u)„eQX''^{l-xy, daar u positief is, stellig tot nul 
convergeert, wanneer x, steeds toenemend, onbepaald tot de eenheid 
nadert. Men kan dus, hoe klein ook een positieve grootheid $ ook 
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gegeven is, altijd een positief getal » bepalen zoo, dat voor alle 
waarden van x tusschep ^ ;^ 1 — «p (incl,) en ai;=il (e3f;cl.) de 
waarde yan 

kleiner dan l is (volstrekt genomen). 

Het valt PU nit (U) gejpiikkelijk op te maken, dat werkelijk 
(1— ar)"/(a?), bij onbep'erkte nadering van x tot 1, tot de limiet M 
convergeert , m. a. w. dat , hoe klein j3 ook gegeven is , men a altijd 
zoo kan bepalen, dat voor alle waarden tusschen x zzz \ —» (incl.) en 
ir= l(excl.) de waarde van (l«-ar"/(a?) minder van M verschilt 
dan /3. Inderdaad, men neme twee positieva ^qtallen ^ en £ ?oo, dat 

. Big de waarde van e bepale men nu n zoo, dat de waarden van 
^oi^i,«i»-- iö (ö) ftliöö vol^teekt Weiwer dan « uitr^eu. Na4iit 
aldus », en daarmee ook ^ m Q^ bekend «ijn, b^£^ ÏII6R nu x 
door de voorwaarde, dat, wanneer x niet meer dan a van 1 verschilt, 

volstrekt kleiner dan I Is. Volgens (11) ligt dan voor deze waar- 
den van X {l—xy/ix} tusschen de gr^n^w M -{'$•{■ te en M—$- tsy 
d. i. tusschen ilf + p en if— 0. 



EENIGE BEMERKINGEN OMTRENT DE DIFFERENTIAAL- 
QUOTIËNTEN VAN EENE FUNCTIE VAN ÉBNE 
YERANDERIURE, 



PQPS 



T. J, STI^I^TJES Jr, 



l9 ecftp twfe ƒ(:?;) vQpr ftlle waar4eu van «, flf_< jr <^, gegeven, 
en voor al dpze waarden van a; differentieerbaar, dan is 



107 

MrI(^)=/(5,, «<!<*..: (A) 

Hieruit volgt, dat, wanneer a en 5 tot een limiet X eonTergeerei^, 
en f (x) continue is voor 3D zzzX^ 

j^mzm=f^x) (B) 

b — a 

Dat voor de geldigheid van deze formule (B) de voorwaarde, dat 
fi^c) voor ^ = X continue is, noodzakel^k is, blykt uit het 
volgende 

VooEBEBLD. Zij /"(O) = O en voor ar ^ O , 



/(') ='■<*•( j)- 



j^f^ = '-')■ (\/.TT+ \/"4-> ^'t V.TT, 



De functie f(x) is dan continue en differentieerbaar voor alle 
waarden van x; in het bijzonder is /'(0)3;:;;0. Daarentegen is 
f{x) niet overal continue, en namelijk discontinue voor ^ = 0. 

Zij nu n een geheel positief getal, en 

i^„=--J-, /(i?J = (-l)-i, 
dan volgt 

Pn 

Neemt nu n in 't oneindige toe, dan convergeert p„ tot de limiet 
O, en toch convergeert 

Pn—Pn+X 

niet tot de waarde /^(0) = 0. 

Men overtuigt zich zelfs gemakkelijk, dat, hoe klein een positief 
getal h ook gegeven is, men steeds twee positieve getallen p en q, 
beide kleiner dan h, kan bepalen, zoodanig dat 

np)-f{i) 

P-9 

eene willekeurig voorgeschreven waarde aann^mt. J]y ^^^ d^^ geepe 
sprake zijn van de convergentie vap deze uitdrukking tot eene be- 
paalde limiet. 

Wordt dus omtrent de wgze, waarop a en ö tot hun limjiet X 
convergeeren , niets naders bepaald, dan is de aangegeven voorwaarde , 
dat f {x) voor x zzz X continue is , noodzakelijk voor de geldigheid 
van (B). 

ZoQdra achter fastg^steld wordt, dat a en è zoodapig tot hun 
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limiet X oonyergeeren , dat X steeds tusschen a en b blijft, of ten 
minste niet buiten het interval a— d valt, dan geldt de fonnule (B) 
reeds, zoodra slechts f{x) voor ir = X een eindig differentiaal-quotiënt 
f{X) heeft. Het is dan zelfis niet noodig, dat f(a;) voor andere 
waarde van x differentieerbaar is. 

Om dit te bewijzen heeft men niet van (A) uit te gaan, welke 
formule de differentieerbaarheid van f{x) voor alle waarden a<^<a7 
onderstelt; maar kan rechtstreeks aldus te werk gaan. 

i— a ó — X + X— a 

Ligt nu X in het interval a — ^, dan hebben A — X en X—a het- 
zelfde teeken, waaruit volgt dat*^^^^^^^^ ligt tusschen ^^l'^^^^ 

b'-a b^X 

en -^- — ->'^ welke beide waarden volgens de onderstelling, dat 
X — a 

f[x) voor re = X een eindig differentiaal-quotiënt heeft , tot f (X) 

convergeeren ; derhalve ook ^ J^ ^^^ . Het is duidelgk, dat a of 5 

o ^^ n 

ook gelijk X mogen worden. 

Als een voorbeeld kan de functie f{x) dienen, bepaald door 

/(O) =Oen, voor a?^0, f{x)=. ±a?*; waarin het bovenste of on- 
derste teeken te nemen is, al naardat x meetbaar of onmeetbaar is. 
Deze functie heeft alleen voor a? = O een differentiaalquotient, waar- 
van de waarde door de formule (B) gevonden kan worden, zoolang 
O niet buiten het interval a—b valt. 

De formule (A) vormt een bijzonder geval van de volgende meer 
algemeene , waarvan ik het bewijs elders ^) gegeven heb. 

Zij r(z)=(z'-x,)(z-'X^)..(z-x„^,), 

a?,<a?j<a73.. <a?.<a;.+ ,; 
/(j;), f{x), /"(^), . . . /"""^C^) continue voor alle waarden van x, 
xi <^<^«+i; terw^l voor deze zelfde waarden /^"'^(a?) een ein- 
dig differentiaal-quotiënt /"^'^(ar) heeft; dan is 

''^"7&! = m^^'"'(^)' ^.<i<^«., . . (AA) 

p^i r\x,) 1.2.3..» 
Hieruit volgt, dat, wanneer ^i, a?2, . . ar^^., tot eene gemeenschappe- 
lijke limiet X convergeeren, en bovendien nog f^''^{x) voor xz=zX 
continue is, 



») In het XVIIde Deel van do Versl. en Med. der Kon. Akad. van Wetenschappen. 
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Wij zagen reeds boyen in het bijzonder geval » = 1 , dat in het 
algemeen de voorwaarde omtrent de continuiteit van f^"^ {x) nood- 
zakelijk is. 

Wanneer echter ondersteld wordt dat, bij hunne convergentie tot 
X, xi en :r„ + i steeds X insluiten, of ten minste X niet buiten het 
interval ar,— ar„+i valt, dan geldt de formule (BB) in veel wijder 
omvang; en wel is het dan voldoende, dat /"'(i?) voor de bgzon- 
dere waarde x =^X een eindig differentiaal-quotiënt f^ ' ^ (X) = k 
heeft. Het is zelfs niet noodig, dat f"~^{^) voor andere waarden 
van X differentieerbaar is, laat staan dan een continue differentiaal- 
quotiënt heeft, zooals boven ondersteld moest worden. 

Het bewijs hiervan, dat het eigenlijke doel van deze mededeeling 
uitmaakt, kan aldus gevoerd worden. 

Zij ^^^^^^(^^'"ïx:^'^''' 

dan zijn ook 0{.'i), (P'(x), , .0"-^ (x), 

volkomen bepaald, en (()'"' (ar) heeft voor x =^ X een eindig diffe- 
rentiaal-quotiënt 0^"^(X) = O. In het voorbijgaan zy bemerkt, dat 
uit de onderstelling, dat f'^ {s) voor a? = X differentieerbaar is, 
reeds volgt, dat /"-^^(a?) voor x=^X continue is. 

Ik stel nu p(z) = (z'^a;i)(z—Xi),,{2''X„)t 

q(z) = (z-3^^){z-s^) . .(s-Xn+i)y 
dan is volgens (AA), wanneer men in deze formule n door » — I 
vervangt, 

,«i/? (^,) i.a..(w-i) 

/-ï Si^p) l.M«-l) 
en wel vereischen deze formules geenerlei onderstelling omtrent de 
differentieerbaarheid van 4>"'*(ar). 

Door aftrekking en deeling door ar,+ ,— a?i volgt nu 

/-+! $(^_ 1__ r( f)C^-n(,)^j)C>-n(g) . 

A /(i;,)-1.2..(»-l)l ^„+|-a;j . /• 

Voor de rechts tusschen { } geplaatste uitdrukking kan geschre- 
ven worden 
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C''-.)(^)^c-n(^ 



fi-X 
+ 



+ 






X-? 

Daar | en >j binnen het interval ^|— ar^^., liggen, eti X ten 
öiinste niét buiten dit interval ligt, zoo zijn 

en ■■ 



volstrekt genomen, kleiner dan 1. Verder volgt uit de onderstelling, 
dat 0^"-^ ^(x) voor a: = X een eindig differentiaal-quotiënt 0^ * ^(X) 2= O 
heeft, dat 

tot de limiet O convergeeren, wanneer ari,/ri, .•'*^« + i allen tot hun 
limiet X convergeeren. Dus volgt ten slotte 

of, daar (f (^) = ƒ (ar) — -— — -x" was en identisch 
^=1 »^(ar^) 

, r'(^,) — ixs::^— 1.2.3..;.' 

Waarmee het bedoelde bewijs geleverd is. 

Men kan zeggen, dat deze formule altijd geldt, zoodra slechts 
/^"^(X) eene bepaalde beteekenis heeft; want dit vordert reeds van 
zelf, dat /""'(a?) in de nabijheid van r = X overal een eindige en 
continue veranderlijke waarde heeft; evenzoo wat ƒ *~ * (ri?), ƒ *" * (a?), . . . 
betreft. 

Maar omgekeerd kan niet beweerd worden, dat altijd, wanneer 

1 fi^'p) 
eene bepaalde eindige waarde heeft, deze waarde =s -r-^r is. 

Want het kan zeer wel gebeuren, dat toch nog in dit geval 
f^*^(J) niet bestaat. Dit blijkt, wanneer men bedenkt, dat 
door verandering van de waarde van f{a;) voor :r =s X de boven- 
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staande niidrukking ni«t van waaMd y^Mndért, zöölftttg gmié de)* 
waaMön »i,..a?«+i gelijk aan X ie. 

Ligt X buiten het interval ^Jj ^a:,+, , dan behoeven 

— • en 9 



geene echte breuken meer te zijn, en deze omstandigheid belet dan 
het bewijs ten einde te voeren. Maar wij zagen reeds door een 
voorbeeld, dat in dit geval omtrent /""^(a?) verdere onderstellingen 
noodig zijn, namelijk, dat in 't algemeen /""(a?) bestaat en voor 
« = X continue is. 



OVER DE TRANSFORMATIE VAN DE PERIODIEKE FUNCTIE 
j^o+^i Cb*4) + -B, Sin(p . . . +J„ Oosn(p + B„ SinnCp, 



T. J. STIELTJES Jr. 



Het gtoote nut, dat men in veel gevallen kan trekken uit de ont- 
binding in factoren van eene uitdrukking van bovengenoemden vorm , 
schijnt ïÉi^ dë volgende èebVoudige ontwikkeling van hetgeen hierop 
betrekking heeft te wettigen. 

Voor het geval , dat « = 2 is, éH €^ uitdrukking voor geene waarde 
van gelijk aan O wordt, heeft men. deze ontbinding in fectoren bij de 
ontwikkeling der storingsfiinctie sedert lang toegepast, en in Art. 
54 van de „AiMèinandetêetzung einer zwechfndsnigen Methode zur 
Beredhmtttg déit tièiohtten Stdrungièn d& kleinen Planeten**, ersté Ab- 
handkügi aegt HJiKBBM ia een neot: //Die aUgeineiift Tt»e<$rie dier 
Auflösung des Polynomen 

X= y^ + y, 09«a? + y, Cb«2a? + ;-3Co«3ir+ . . 
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in Factoren habe ich in meiner Pariser Preisschrift vollstandig ent- 
wickelt.*' Ik heb van de hier aangeroerde „Mémoire mtr les pertur- 
haUons qu^éprouvent les comètes'\ geen inzage kunnen nemen; en de 
vorm, waarin Hansen de vraag stelt, zou misschien kunnen doen 
vermoeden, dat de daar gegeven behandeling eenigzins afwijkt van 
de volgende. 

Overigens wil het volgende niets anders zijn dan een beknopte 
samenstelling van de formules, die voor de besproken herleiding noo- 
dig zijn. 

Omtrent de (reële) coëfficiënten ^a, . . jS*, . . in de uitdrukking 

^0 +-^, Co8(t> + Ai Co820 + . . + ^, CosnCp + 

zal alleen ondersteld worden, dat j!i„ en B„ niet beide gelijktijdig 
gelijk nul zijn, wat blijkbaar geene schade aan de algemeenheid doet. 
Ter bekorting zal bovenstaande uitdrukking door F(0) aangeduid 
worden, en verder zij 

e* ' z=iQ)s0'\' iSin0 = z , 
dus e-'f* = Co8<p'-%Sin((>=.z-\ 

dan is 
2^(4))= 2^0 + ^1 (^ + ^"")+-^«(^* + ^-*)+. . + ^«(^" + ^-")- 

ofwel 2z''F(<p)z=:G(z), 

wanneer gesteld wordt 

De gebroken functie ^z^** G{z) neemt dus voor zz=ze^* ^ d, w. z. 
voor waarden van z met den modulus 1, de waarde F{<p) aan. De 
geheele functie van den 2»<^«» graad G(z) heeft nu blijkbaar deze 
eigenschap dat 

© 

to^voegd is met Gi»)^ en dit heeft eene bijzondere eigenschap van 
de wortels der vergelijking G(sf) = ten gevolge. Zij namel^k 

dan moet de uitdrukking rechts onveranderd blijven, wanneer men 

z door - vervangt, vervolgens met z^" vermenigvuldigt, eindelijk i 
z 

in — » verandert; dus 



z^*G\ 
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Volgens de eerste ontbindji^g ziün de geajuaenlijke wortels van de 
Yergelijking G^(a) = 0, elk dezer wortels zooveel maal neergeschre- 
ven als door den graad van veelvoudigheid wordt aangewezen, 

en Tolgeiw de tweede ontbinding 

— eW , — e's',»' — e^m*, 

PX Pt Pin 

Daar nu deze beide groepen alleen in volgorde kunnen versekiUen , 
zoo blijjfct hieruit, dat, wanneer j!?, e* i* een r-voudige wortel i», ook 

— ^.* i ' ee» r-vQudige wortel is, 

Be gezameHjke wortels van de vergel^king &{») = % kumien dus 
in twee groepen gesplitst worden. 

Vooreerst de wortels met een modulus verschillend vmi 1 . D^tie 
wortels kunnen voorgesteld worden door 

11, 1 , 

waarin r^ , r, , . ., r^ aUen kleiner dan 1 zijn. 
Het geheele aantal dezer wortels is even, =:;2^. 
Ten tweede de wortels met een modulus 1. Deze mogen zijn 

e*i', e'j',.. c'i/'. 
Hun aantal = 2^ is evenzeer even, en 

*+? = «. 
Het is trouwens duidelijk , dat t? j , Vj , . . t^» / de wortels [?ijn van 
/(*)=. O, 
en daar F((p\ bij vermeerdering van ^ met 2 ;r, dezelfde waarde aan- 
neemt, zoa valt hieruit reeds op t« maken, dat het aantal dezer wor- 
tels even moet z^*q. 

Hierbij is nog op te merken, dat uit 

2;5-jr(<J)) = G(^) 

(dó \ 

door differentifftóe naar b voljgt f— =— j^r^M» 

enz. 
N. A. V. W. Dl. IX. 9 
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waaruit blijkt, dat, wanneer voor zekere waarde van z 

Q{z), &{z), ff'{z), ...Ö^^-«>W, 

allen =0 worden, en 0^''^(z) niet ssO is, dat dan voor de bij- 
behoorende waarde van ook 

gelijk nul zijn, en F^''^(0) niet =0 is; zoodat een r-voudige wor- 
tel van G (^r) = O overeenkomt met een r-voudigen wortel van 
Fi(p) = 0. 

Wat u^,u^,..Ui,Vi,v^,,.Vii betreft, wegens de periodiciteit 
der exponentiaal-functie kan men elk dezer waarden met een wille- 
keurig veelvoud van 2t vermeerderen of verminderen, en ze dus 
allen bijv. > O en < 2 t onderstellen. Het is voor het volgende 
overigens geheel onverschillig, hoe de bepaling hierover getroffen 
wordt, wanneer slechts aan de eenmaal aangenomen waarden vast- 
gehouden wordt. 

Na dit alles is dus 

Oiz)=z{^„^B,i)xTxUxF, 

r=i(;?— ri <?"!').. (^-'•* e"*')» 

r=(,-i.-..)..(.-J-,-), 

F= {z-e''i^){z'-e''i*) . . {z-^e^n '); 
en dus voor ;? = e* ' 

F{(p)=.\e"''^(A,^B.i)xTxUxF. 
Door nu de factoren van T, 27, F respectieve aldus te herleiden 

e'f>''-XeU^=ze^*x(l-j-e''i'f-U)'y 

en vervolgens gebruik te maken van de identiteiten 
(^*--.)'-r,)ri-^e-(»-«i^') =- — (i«2riÖ?«(4)-fi,)+r|'), 

komt er 
^(4)) = C[l-2r,a«(<J)-«,) + >-,*]X...X[l-2r,a>«(4)-«,)+^*']X 
X^n\ (<J)-»i).-Si« J((f)-»j) . . . ain\{(^-v^ ;); 
waarin 
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Bepaalt men 22 en « zoodanig, dat 

dus A„-BJ = Be''" 

is, dan volgt Toor het product van alle wortels der vergelijking 

O{z)=:0 de waarde ^*"', dus 

of wel 2« + 2i»T = t?i+t?j + .. +t7j;4-2«, + 2«j + 2«*; 
waarin m een geheel getal is, waarvan de waarde door deze verge- 
lijking volkomen bepaald wordt, wanneer men eenmaal de waarden 
van »| , . . »2 / , «,,..«* en et op bepaalde wijze aangenomen heeft. 
De waarde van C wordt nu 

(-l)"2>'-»i2«-«'^«+-^(r. r,..r,)-i, 
of C=(-l)-+-2»'-«i2(r, rJ..r,)-^ 

Hier ten slotte de samenstelling van alle formules. 

+ B^Sin(p + B^Sin2(p+ ..+B„Sinn0, 

Wortels van G(z) = 

ri r^ r, 

e^i', e^t*, e^ti*, 
''i » '•j » • • ^* kunnen allen kleiner dan 1 genomen* worden; 

2<t + 2w3r = t?i+»,+..+»,;+2(«i +«,.. + «,), 
C=:(-.l)-+-2*'-'i2(fjrj..r,)-S 

^((p) == cx'n*[i-2r, a?«((j)-«,)+r/] x'n'^mi(<i)-r,). 

Om een enkel voorbeeld te geven, z\j 

Men vindt, dat F{(P), F'{(p), F''{0) voor 4) = 46» nul worden, 
terwijl 1""(<^) niet =0 is, dus 

Vi =rj =», =45°. 



1X6 

Beu yiörde wqfI»! van F{<p) =1 vindt m^ door benadering 

r4 = XQ6**a5'4R"4. 
Nadat aldus vier wortek yan de zeede-machtsvergelijking G{g)z=:0 

gevonden zijn, is het gemakkelijk de beide overige re** en -e*** 

r 
te bepalen. Ik verkrijg ten slotte 

if'(4))i=a[l-2ra>«(<ï)--«) + /'*]5fn|(4)--t>,)».-SÏ»|(4)-»J, 
I^C= 1,268505, 
1^^ = 9.484070-16, 
w=239'12'7".3, 
t^, =45^ 
ü^ =z:106*36'45".4. 



OVER EEN PAAR MET ELKAAR SAMENHANGENDE INVO- 
LUTORISCHE BIRATIONEELE TRANSFORMATIES, 



DOOR 



P. H. 8CH0VTE. 



In het zevende deel ran dit tijdschrift komt onder den titel 
ifOver twee met betrekking tot een driehoek symmetrische groepen van 
drie cirkelê en over twee dergelijke groepen van drie rechte lynen*\ 
ran de hand des hoogleeraars F. J. van den B£BG, een rerhande- 
ling voor over twee bepaalde transformaties in het platte vlak. De 
stof wordt daarin verwerkt op analytische wijs en wel met behulp 
van het trilineaire coördinatenstelsel. Terw^l ik nu de eenvou- 
dige theorie van de birationeele transformaties bekend onderstel ')» 
wensdi ik in het volgende te doen zien, hoe de door den Heer van 
BEN Beeg verkregene uitkomsten een onmiddellijk uitvloeisel zijn 
van deze theorie , en zij met behulp van deze theorie kunnen worden 
uitgebreid. Wijl de overeenkomst der symmetrische lignengroepen de 
eenvoudigste is, behandel ik deze het eerst. Daarna ga ik tot 
de overeenkomst der symmetrische eirkelgroepen over, om vervolgens 
door middel van de bekende verwantschap der wederkeerige voer- 
stralen, de eene overeenkomst in de andere te doen overgaan, en met 
uitbreiding van beide transformaties op de ruimte te eindigen. 

L De lynenovereenkomit» 

1. „Wanneer men de hoekpunten van een driehoek ABC (fig. 1) 
met een willekeurig punt O verbindt en men deze drie verbindings- 
1^'nen om de deellijnen van de hoeken van den driehoek omslaat, 
dan verkrijgt men drie nieuwe lijnen door een punt O'." 



1) Hieromtrent kan men raadplegen Dewitlf, Bulleiin des sciences math, et 
astron,. Vol. Y, page 200; Cleb80H-Lindemaiin, Oeometrie, Seite 478, enz. 

N.A,v.W.Dl.IX. 10 
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Omdat de lynen AO, BO, CO door een punt O gaan, is 
Sm» SmP Siny . 

wat men met behulp van den sinusregel in de driehoeken onmiddel- 
lijk viiïdl. ikt&a diti^ekfeërd ^olgt dan liit déze betfekkiii^, dat de 
drie nieuwe lijnen ereneens door een punt gaan, het punt O'. 

2. Wijl met een willekeurig punt O in het algemeen een bepaald 
punt O' wederkeerig overeenstemt, is de bedoelde overeenkomst een 
involutorische transformatie van Cremona. 

Daar de beide punten O én O' (ie brandpunten kunnen zijn van 
een kegelsnee, die de drie zijden van driehoek ABC aanraakt, is de 
overeenkomst tevens die tusschen de brandpunten *) eener kegelsnee , 
die drie lijnen aanraakt. 

3. Met elk der hoekpunten van driehoek ABC komt de over- 
staande zijde overeen; deze punten zijn dus enkelvoudige fundainen- 
taalpunten taiet de overstaande zijden tot fundamentaallgnen. Zij zij^ 
de eenigen, wijl bij elk andéir punt Ö een bepaald jpunt O' belioort. 

4. Wijl inet een lijn door een der hoekpunten van den driehoek 
klaarblijkelijk een rechte lijn door hetzelfde hoekpunt overèenstetnt, 
komt met een willekeurige lïjn een feegershéè door de drie puntéfi 

A, fe, C, en inét het nét dier lijnen hét het dieir kégeïsnëdén óVeréeü. 
Dit is ook üït zicti zelf duidelijk. Néémt men óp een Willekeuiigé 

lijn een willekeurig punt P aan , én laat men dit pufat ï* de Üjii 
döorloopen, dan zijn dé straleiibühdels AP en fi!P perspectivisch'; 
de stifalenbundels AP' en ÉP', die inét bétiekikmg ïóï de éérsten 
symmetrisch liggen ten opzichte 'van dé deélïynén dér hoékéh A én 

B, zijn dus projectivisch ; zoodat de méetküudigé plaats vafi '4è siiy- 
purtten der overeenkoiilendé stralen één kégélsneé is dóór 'A, B éil 
ook door C; Wat gebldken zou iijn, als we bij dé re*^léheéiin^ iü 
plaatis van een dér punten A of B het piinlb *C gehonien hadden. 



1) In de theorie der këgelèWéden ti^eit iii'elti lüègr dergelijke transformaties aan. 
Ik noem slechts de overeenkomst tusschen de beide assen eener kegelsnee, die 
drie lijnen aanraakt, of door drie punten gaat, eene bilineaire overeenkomst van 
lijnen, 'enz. In deze Ibeide gevallen komt met een willékenrige lijn éen kromme 
vlin de vierde klasse óv^eeh^ en z^n er zes ehkelvoudïge fondaMentafallijneii en 
een drievoudige fdnüamentaallijn. Is de laatste l^n in beide gevallen de l\jn 
in het oneindige , do zes enkelvoudige fundamentaall^jnen z^'n in het eerste geval 
de zes deellijnen van de drie hoeken des driehoeks, in het tweede geval de drie 
IQnen, door het middelpunt van den ingeschreven cirkel loóÖtecht op de zijden en 
de drie lijnen, die de middens der z^den twee aan twee verbinden. 



119 

In het bijzonder volgt hieruit, dat met de lijn in het oneindige 
de öm driehoek ABC beschreven cirkel overeenstemt. Want voor 
die lijn zijn de strólenbundels AP en BP gdijk, wat dan ook met 
hun symmetrischeü AP' en BP' het geval zijn zal. 

lü verband met het slot van art. 2, voert de laatste opmer- 
king tot de bekende stelling, dat de meetkundige plaats van de 
brandpunten der parabolen, die de zijden eens driehoeks aanraken, 
de om dezen driehoek beschreven cirkel is. 

6. Er zijn vier punten en zes lianen, die met zich zélf overeenko- 
men, de vier middelpunten van de in- «n aangeschreven xiirkels en 
de zes deellijnett der hoeken, die deze punten twee aan twee verMn- 
den. Op de bekende wijs duid ik de middelpunten aan door M^ 
M^, M^, M,, en de zes deellijnen door A^., A_, B+, B_,€^., C_, 
waar'bij dan het plusteeken het middendoordeelen van den hoek zelf, 
hét minusteeken het middendoordeelen der buitenhoeken aanW^st. 

In verband met het slot van art. "2 is het bovenstaande insgei^ks 
zeer duidelijk. 

B. Met een kegelsnee door twee der drie hoekpunten b^v. A en 
B komt weer een kegelsnee door A en B overeen. Want terwijl 
met een willekeurige kegelsnee, die door geen dier hoekpunten gaat, 
een kromme van den vierden graad met dubbelpunten in A,B,'C 
moet overeenstemmen,, scheidt zich voor het punt A de Ujn BC, en 
voor het punt B de 1^'n AC, van deze kromme af. 

'Gaat de kegelsnee , behalve door A en B, ook door twee der i/ier 
punten TSÏ, die niet met een der beide hoekpunten ïn een retJhte 
ïyn liggen, bijv. M en M^ of M^ en M^, dan konït de 'kegelsnee 
met ach zélf overeen. Want de bundel der legélsnéflen door A, B, 
M en M« snijdt de lijn M^M^ of C_ volgens een involutie, waar- 
van "tt, en Mi de dubbelpunten zijn; deze involutie is dus ideüüsch 
mét de involutie der met elkaar overeenstemmende punten op C_ 
(want de dubbelpuiiten van deze zign ook M, en M^), waaruit volgt, 
dat élke kegelsnee door A, B, M, M, zes punten met haar overeen- 
komstige kromme '(deze vier punten en 'twee punten op C.) gemeen 
heeft, en zij dus mét haar overeenkomstige kromme samenvalt. Wgl 
de punten derkegétsnee, die op C_ liggen, met elkaar overeenkomen, 
en de verbindingslijnen van Öe invólutorisch met elkaar overeenko- 
tnendfe punten der kegèhnee door een punt, het involutieeentrum *), 
moeten gaan, ligt dit punt voor elk der kegélsneden door A, B, M, 



'<) 'Vötg^ijk RrfÈ, Üemaefrie lier 'Lage, 2»e Atiflage, Abtheilung I, ISeite 118. 

10* 
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M, op C_, en is C. dus de meetkundige plaats der involutiecentra 
van de tot dezen bundel behoorende kegelsneden. Wat met betrek- 
king tot de vijf andere bundels op dezelfde wigs ook van de vijf 
andere lijnen, die met zich zelf overeenkomen, kan worden gezegd. 

7. Met den stralenbundel der lijnen ^, die door een punt M gaan, 
komt de bundel kegelsneden overeen, waarvan A, B, C en het be- 
doelde punt M de basispunten zijn. De raaklijnen in M aan die 
kegelsneden getrokken vormen een stralenbundel l, die projectief is 
met den bundel l. Maar deze beide stralenbundels moeten samen- 
vallen, wijl ze drie stralen, de lijnen MA, MB, MC, overeenkom- 
stig gemeen hebben. Hieruit volgt, dat iedere kromme, die door een 
punt M gaat, in dit punt aangeraakt wordt door haar overeenkom- 
stige kromme. En wanneer een der punten M een veelvoudig punt 
is van een kromme, ligt dit punt een even groot aantal malen op 
de overeenkomstige kromme, en wordt deze in dit punt door de raak- 
lijnen der oorspronkelijke kromme aangeraakt. 

Deze uitkomst sluit die van het vorige artikel in zich. Want de 
twee met elkaar overeenkomende kegelsneden door A, B, M en M^ 
hebben reeds zes punten gemeen, de twee punten A en B en de 
twee punten M en M^ met de raaklijnen in die twee punten. En 
omgekeerd zou de uitkomst van het vorige artikel hebben kunnen 
leiden tot die, welke wij het laatst vonden. 

8. Op iedere lijn liggen twee punten, die wederkeerig met elkaar 
overeenkomen; de punten, waarin de lijn de met haar overeenko- 
mende kegelsnee snijdt. Zoo komen op de lijn in het oneindige de 
beide onbestaanbare cirkelpunten met elkaar overeen. Waaruit dus 
volgt, dat met een cirkel door twee der hoekpunten A, B, C weer 
een cirkel door deze beide punten overeenkomt, enz. 

Gemakkelijk blijkt, dat het voorgaande de oplossing bevat van het 
vraagstuk een kegelsnee te construeeren , die drie gegeven lijnen aan- 
raakt en haar brandpunten heeft op een vierde lijn. 

9. De meetkundige plaats der punten, die op de lijnen door een 
punt P met elkaar overeenkomen, is een met zich zelf overeenko- 
mende kromme L, van den derden graad. Want terwijl de kromme 
eenmaal door P gaat, bevat elke l^n door P behalve P nog twee 
punten der meetkundige plaats. Deze kronune raakt in P de ver- 
bindingslijn van P met het overeenkomstige punt P' aan; zi^* gaat 
door de punten A, B, C (wijl op de lijn PA met A het snijpunt 
dier lijn met BC overeenstemt) en door de punten M. 

De gevondene kromme is de meetkundige plaats van de snigponten 



121 

der overeenkomstige krommen ran twee projectivische bundel», den 
stralenbnndel P en den bundel der overeenkomstige kegelsneden door 
A,B,C en P\ Hieruit volgt ook, dat de meetkundige plaats de 
bovengenoemde kenmerken heeft. 

Elke kromme van den derden graad, die door A, B, C en de vier 
punten M gaat, moet ook reeds om deze reden met zicb zelf over- 
eenkomen, dat met baareen kromme van dezelfde soort overeenkomt, 
en zij met de overeenkomstige kromme reeds elf punten gemeen heeft, 
een in elk der hoekpunten, en twee in elk der punten M. Het net der 
krommen L,, door de zeven punten, komt daarbij echter volgens het 
voorgaande met het net der punten P van het vlak projectief overeen. 

Vroeger heb ik bij een bundel krommen van den derden graad 
met zeven vaste basispunten de overeenkomst beschouwd , die door 
de beide overige bewegelijk gedachte basispunten wordt opgeleverd 
(Association francjaise. Congres van Montpellier, 1879); van deze 
overeenkomst vormt de thans beschouwde een zeer bijzonder geval 
(vergelijk blz. 20 , fig. 1 , 3^^ kolom, het middelvakje , waarbij de drie 
punten 1 de hoekpunten A, B, C, en de vier punten zonder cijfer 
de vier punten M voorstellen). 

10. Na het voorgaande is het niet moeielijk andere krommen aan 
te wijzen, die met zich zelf overeenkomen. Hierby moet men in 
hoofdzaak op vier punten letten en zorgen 1**. dat de nieuwe kromme 
van denzelfden graad wordt als de oude, waartoe men deze een be- 
hoorlijk aantal malen door de basispunten moet laten gaan; 2®. dat 
het aantal enkelvoudige voorwaarden, equivalent met het gaan van 
de kromme door de aangewezene enkelvoudige en veelvoudige punten, 

niet grooter is dan — - — -; 3®. dat de bepalende enkelvoudige en 
2 

veelvoudige punten zoo gekozen worden, dat er door deze punten 
een enkelvoudige kromme van den verlangden graad mogelijk is; en 
4". dat het aantal punten gemeen aan de kromme en de met haar 
overeenkomende zeker grooter dan n^ is. Zoo komt men tot vol- 
gende uitkomsten. 

Alle krommen L^, die een dubbelpunt hebben in A en in M en 
eenmaal gaan door de punten B,C, M^,M^ en een paar punten 
O en O', — krommen, die ik voorstel door het symbool 4(A*BC, 
M*M^M^,00'), — komen met zich zelf overeen. Eveneens alle 
krommen Lg , gekenmerkt door 5 (A* B» C, M* M/ M^ « M, , O O') ; 
alle krommen L« , gekenmerkt door 6(A2B* C», M* M,*M^*M,S 
00'), enz. 
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Bij d^e uieuwe kn>mia@Q zoUeu ochiox de l^nea, die d§ overeen-' 
koiBstige pu&ten verbioden, oiet door eeu pvwp ga^ii^ ^^''^^ ^^ 
luSomme omhullen. 

11. Het voorgaande blijft in hoofidziwik onyeranderd, WUfteer 

men het omslaan van de verbii^ding9lij}0£!n Ym bet punt O mat de 

hoekpunten om de deelUjnen der hoeken heeqi door het omzetten v^^ 

de «egmenten vervangt, die de des uoods verlengde VOTbindingslij- 

nen «ip de overstaande zijden bepalen. Men verkrijgt hierdoor ook 

(jog, 2) drie nieuwe lijnen door een punt O', Want w^l de drie 

l^nen Aa, B^, Cc door een punt O g^ian, is volgens de stelling vt^n 

D£ Cm A 

bC cA aB_ 

Ab' Bc' Ca~ ' 

, , Ab' Bc' Ca' ^ 

endüsook _._._=i. 

iraii bewijst, dat de nieuwe lijnen A af, Bb\ Cc' insgelijks door een 
ptuat gaaa. Men heeft hier dus ook met een involutqrische overr 
eenl^omst van Crsmona te doen. In het volgende zal ik alleen aan- 
wijzen, waarin deze nieuwe overeenkomst van de oude verschilt. 

1%, Het tweede bewijs in art. 4 ondergaat een kleine wijziging. Met 
de 1^ in het oneindige komt geen cirkel overeen, maar een ellips^ 
diie ia de punten A, B, C aangeraakt wordt door lijnen evenwijdig 
aan de overstaande zijden van den driehoek. Alleen in geval de 
driehoek ABC gelijkzijdig is^ wordt deze ellips weer een cirkel^ 
Maar dit geval sluit ik uit, omdat dit nieuwe geval dan geheel met 
het oude identisch wordt De onbestaanbare cirkelpunten in het on- 
eindige nemen bij deze nieuwe transformatie dus geen bijzondere 
plaats in. 

De viier punten, die met zich zelf overeenkomen, zijn hier het 
«waajpte.pumt en de snypunten der lijnen, door de hoekpunten even- 
iwiigdig aan de overstaande zijden getrokken. 

Anders blijft alles onveranderd doorgaan. 

13. Vereenigt men ter verkrijging van een bij e^n willekeurig 
punt O behoorend punt «O' de beide bewerkingen^ het omataan der 
IQiQen AO, BO, CO om de deellijnen der hoeken, en het omzetten 
det segmenten op de zijden; dan verkrijgt men weer een .ove;ceQn- 
komst, die weinig van de voorgaande vei^schüt. Met de Ujn .in het 
oneindige komt dan weer een ;andei:e kegelsnee om ABC overeen; 
de punten M worden door andere vervangen.; maar anders bl^ft 
alles bij het oude. 
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versdullende bijzondere geyidlen y^ ^ ^geroeejip lc]y^drfl^1fische oy^rr 
e^^k^f^^slf, ^Aarb^ d,e dp.e hoekpunt^ii yaa driehoek A!pp de e^nige 
en wel enkelroudige fund^jajj^t§^upj^p zijn. 

II. De cirkelovereenkomst, 

14? /i§i»g4eft Ae 4rie cirl^pl? «, 6, y (figr ?), die pp de df}e ;aj4w 
BC CA, A!p van fse^ i4rjehoek ^BjC ^Is koordei^ beapl^ieyep zyj^, 
d)f^ia jeen pun^Q, en brengt inei^ elk .dier cirkels door wen);(e]üng pflfi 
4e koorde, ifw^ipp bö beajchrey^ i^, i^t ^«trekkj^g tot deze ^^ojcii^ 
in 4efi sywn^t^ftBbfifi «t^^ ^\ g', 5^', darj snijden d^^ ^\^^W fiff" 
)s^}s .elbi^ i^fiex i^ epn pui^i^ Q\" 

^^pneer meft dp hopkjep |jQQ, jQp4, AOB, die in de pp ^e 
zyde^ BC, Cj^j 4B f^^» 1^9P?4ie^» l^e^cl^reyep fiirkeUegu?^^ yerygt 
Taji^, ,d9py «f, §, <! vppr^l^lf;, beeft men 

a+e + czzzUQ", 
daar de cirkds a, ^,y door een pont O gaan. Maar in den yorm 

d = (180»-fl) + (180^-c) 
wijst deze vergelijking ook aan, dat bet snijpunt O' der cirkels a' 
en y' op (3' ligt, enz. 

15. De punten O en O' vormen een involutoriscbe overeenkomst 
van Cremona. 

16. Met elk der boekpunten van drieboek ABC komt een cirkel 
overeen, de cirkel, dien men verkrijgt door den om den drieboek 
(fig. 4) besebreven cirkel om de overstaande zijde om te slaan. Deze 
drie cirkels gaan allen door bet snijpunt D der loodlijnen, uit de 
hoekpunten op de overstaande zijden neergelaten. Want in omge- 
schreven cirkel en drieboek beeft men 

Ba.öp 1= A^.flfD'^j 
B^.aC = Aa.Da, 

W^B^ ffllgji, M ^ stuWcen D/5 pn aD', gelij)^ m^ en de om- 
l^esc^ireven cirkel na h^t on^pli^aiji om BQ 4Qor P gt^at. Pfts |^omt 
.omgejceerd ipet dit snijpunl; D pei^ cijrjte}, 4e cirkel ABC, Qveree^. 
W^l ^ n^j; ejjf der vier p^nten A, B, C, D epn kropime van den 
i^pedcp. gr^ (telkens 4^ cirkel door 4e drie andere punten) over- 
fiejïpt^iï^t;, ^j^ dezjB pinten tweevoudige fundam^ntaalpunteiji de^r trans- 
fqf^^tjci q^^t cirkels tot fq^^^^P^t^^^^^i^^en. 

17. 'V^^ijl ti^eiB fftn4fti?^entaal]fjr<^mifteft elk^r slephts in fpnd^me^- 
taalpunten kunnenj^gij^jj , jjÜg ^e l^^ic^e qf|ib|^J;aaf^l)^e cir)£;eipupj|^n 
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in het oneindige w en v/ ook fnndamentaalpunten. Straks zal bli|j« 
ken wat de veeWoudigheid dier pnnten is. 

18. Neemt men O in het oneindige, dan ligt O' ook in het on- 
eindige; voorshands blijkt echter niet waar. 

19. De drie zijden van driehoek ABC komen met zich zelf over- 
een. Op elk dezer zijden vormen de met elkaar overeenkomende 
punten een involutie, waar?an een der dubbelpunten (volgens art. 18) in 
het oneindige ligt (een zoogenaamde hyperbolisch gelijjkz^'dige invo- 
lutie), en het andere , het voetpunt van de loodl^'n uit het overstaande 
hoekpunt op de zijde neergelaten, dus midden tusschen de beide 
punten van elk met elkaar overeenstemmend puntenpaar gelegen is. 

20. Komt met elk punt in het oneindige een bepaald punt in het 
oneindige overeen — en dit geval moet men wel aannemen, w^'l er 
bij de vlakke transformatie van Gaemona voor een lyn van i^da- 
mentaalpunten geen plaats is — dan moet ieder punt in het onein« 
dige met zich zelf overeenkomen. Want dan vormen deze punten 
een involutie op die lijn, waarvan de snijpunten met de drie zijden 
van den driehoek alle drie dubbelpunten zijn, enz. 

21. Buiten de zes punten A, B, C, D, «9, vf zijn er geen fnnda- 
mentaalpunten voorhanden, wijl elk ander punt met een bepaald 
punt overeenkomt. 

22. Met een willekeurige rechte lijjn van punten O stemt als 
meetkundige plaats der punten O' een kromme K^ van den vijfden 
graad overeen, die de punten A, B, C, D tot dubbelpunten heeft. 
Zij gaat een nog onbekend aantal malen door w en v! ^ en heeft een 
asymptoot evenwijdig aan h 

De bij l behoorende kromme is van den vijfden graad, wijl z\j 
op elk der z^'den van driehoek ABC behalve de beide hoekpunten 
van den driehoek, die z^ tot dubbelpunten heeft, nog een punt be- 
zit, het punt O', overeenkomende met het punt O, waarin l de zijde 
sn^'dt. 

23. De punten w en w' zijn tweevoudige fundamentaalpunten der 
transformatie en dubbelpunten van elke kromme K^ (die nu is ^,a 
bicircular quintic"). Want twee krommen K5 mogen, buiten de fun- 
damentaalpunten om, elkaar slechts in een punt snijden, het punt 
(/, dat met het sn^'punt O der beide lijnen overeenstemt, die met 
de krommen overeenkomen; wigl nu de vier gemeenschappelijke dub- 
belpunten A, B, C, D voor zegtien snijpunten der beide krommen 
tellen, moeten w en w' samen acht snijpunten vertegenwoordigen, 
wat alleen gebeurt als «9 en to' dubbelpunten zyn. 
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24. Be beschouwde overeenkomst heeft nu zes tweevoudige fun- 
damentaaalpunten A, B, C, D, 10, 10'. Met elk der vier bestaan- 
baren komt de kegelsnee door de v^'f andere punten overeen. Met 
elk der beide onbestaanbaren komt de kegelsnee telkens door het punt 
zelf en de vier bestaanbare punten overeen. 

. 25. Gaat de lijn l door een der punten A , B , C , D, tp, tp', dan scheidt 
van de kromme K5 zich een kegelsnee af. Zoo komt met een wille- 
keurige lijn l door A een kromme K, overeen, die in A een dubbel- 
punt heeft, door de andere punten eenmaal gaat, en een asymptoot 
evenwijdig aan l heeft. Gkuit de l^*n l door twee der punten A, B, 
C, D, Wy w\ dan scheiden van K. zich twee k^elsneden af. De 
verbindingsl^'nen van twee dier punten komen dus met zich zelf 
overeen. 

26. Even als op de zijden van driehoek ABC vormen de over- 
eenkomende paren op de nu ook met zich zelf overeenstemmende 
loodlijnen AD, BD, CD een hyperbolisch gel^kz^dige involutie; van 
deze involutie is het snijpunt met de zijde, waarop de loodljjn valt, 
het niet in het oneindige gelegen dubbelpunt. De zes zijden van 
den volledigen vierhoek A BCD komen dus met zich zelf overeen, 
en bevatten elk een hyperbolisch gelijkzqdige involutie van punten- 
paren, waarvoor het snijpunt met de overstaande zgde het niet in 
het oneindige gelegen dubbelpunt is. 

27. Met een kegelsnee door vier der zes fundamentaalpunten komt 
weer een kegelsnee overeen. Want terwigl met een willekeurige kromme 
van den tweeden graad een kromme K] o met zes viervoudige punten 
(in de bekende punten) overeenkomen moet, scheiden zich, zoodra de 
beschouwde kegelsnee door vier der zes fundamentaalpunten gaat, vier 
fundamentaalkegelsneden van K| ^ af. In het algemeen gaat de nieuwe 
kegelsnee door dezelfde fundamentaalpunten als de oorspronkelijke; 
alleen als de oorspronkelijke kegelsnee door w gaat en niet door 
w\ dan gaat de nieuwe kromme door w' en niet door w , en omgekeerd. 

28. Met eiken cirkel door twee der vier punten A, B, C, D komt 
dus weer een cirkel door deze punten overeen. Voor de combinaties 
BC, CA, A B is dit uit het ontstaan der overeenkomst duidelijk; 
voor de combinaties AD,BD,CD is het iets nieuws; ook deze 
cirkels liggen symmetrisch ien opzichte van de loodlijnen (want de 
beide cirkels door C en D, die met elkaar overeenkomen, moeten 
AB in twee paren evenver van het punt c (fig. 4) gelegen punten 
snijden). Men vindt dus dezelfde transformatie als men den driehoek 
ABC door een der driehoeken BCD, CAD, ABD vervangt Wat 



^!p,CP l^^ji si^ijpuEi^ 18 \R^ de bpdlij^en uit de tof^eff op de qyprr 
f^nde fjj4eR jft ^fi telkeiif door ^e ^iideye PHSten gpvo^^e dpi?,-: 



Bovendien kan men zicl^ ij^ plaï^^ ^^u j^fj dxj^ sJ^^fejaisq^le cirkelT 
j;r9Pjep PB ^.C, QA, Ap qok y^i^ de .d4|B fymmetó^fjhe pir]^pJgro|epen 
op ^B, B!Pj Qp bec^nen, ^at pn§ in bjst yolgeftde hp^fflptiflf y^ 
ni^j; zd ^'n. 

El.c)it.er i^ de pvefje/epkpjp^); ree^^ ijf^t hl^idp yap twee der ^eq 
sypm)et4?^G)jfi cifj^slgypfpe:!} t^ t>epft^en. 

29. IV^pj; )f|l^p fceg^lw^e ^por A,J^, C, p (jjie ^an poo4zaJ[plijk 

zijdige hyperbool orereen, die door deze punten gaat. Deze yall^fi 
,ep}^,er§ftmeii, ^1 ?f beh^I^^ 4e vjer pujjl^j^ i^, :^, C, P t)?r^ pijfiten 

^0. Pp ^pdepe gfej^|£fdjjdige hyperbppl dpor 4e puntefi A, ]^^ p^ I> 
zjjijn d^ ftypr^eif^oiff^Jiige puflffinp^ien uite^^^ W^nt 

^p\ jpy9j!jitj.^Qenlfpm 4^ f^yefepn)c(>flci^^jiige ppijj^fj m9,e|j ippt \\^\ qpg; 
op flirt. ^,Q gfil,9geif ?ijii ftp filjf 4?r bei4e asy^pfipj;^^ y^n 4e hype^r 

§1. Pj5 n]Le,eji^p4?S? pJ^t^ -?^ i^P^^^^IWI^^ (pW^P-?^)*®?) W^ 
de gelijkzijdige hyperbolen door de y^er punten ^,5,pjï? is 4? 
fjifkfil 499.1 4S PWl'^^ ^>^?.?> (<^e ï^??®^Pft?5Ltscirkel vai^ driehoek 
4^:§.C). Wwt Ifpi ffi,et p 9y5j:e^kpfn;ende pjipjj i§ \^^ 9.niipj}nt y^^^ 
4? hypp?-l]p,ol ;]ae}t ^pn ^j;:kel ^BC^ ^n de npgfppuntBcifjcel i^ jj^jist 
de xpe^Jil^un4ige pja^tp van 4fi Fpi4f^??9 4?F ^9^!^?^^^f^l^ft.> HH C n^af 
4e pu{})iep yftn ^ifl^e} -^^^9 getjrpktien; yfi}\ a (%. 4) Ifet ij^iddqn is 

3^. P9yp^4i®?i komen de «CffkeJ.^ ffp 4i^ zij4ei} ya» .4rie.hqek i^pC 
j^^ m^d^eljjjjn besc^reyen met §ich zelf pyereen, wijl diQ ,ofrkels \y^ 
h.^t pp^.^lftap ofi* de zjjde iij pch zelyen overgaan. |j]i ^.lijke^^s 
j^. 28 moet dit x\}^ ^o^ §?W??ï ^.^^ A? 9fF^?A^ ?P AP> .?^' d^> 
«1? ffH4^ïli» t??.?pbreven, 

Yppj! |b1)c der .cir^§l?, op eefj der zes pidep van ^n voUpdigep 
yi^efhoek Aj^CJP ^l*^ pil^^e^^j^ f)e3ch]reyen, is het nii4dpn der 9Yer- 
fltaaj^die z^dg y^n ^\^ yierhop^k heji involjitiepentruin. W^nt op den 



1) Vergelijk Rbxk, t. a. p. Seite 183, Anfgabe 113 en Salhok, Qmc See- 
Hons, m M$W, m^ 215, J 228, E?. 1. 
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qwrkel tt, (ftg. 5), beft^^^ypa ^ jgQ aj^ pi44d^n, yj^ft f ^ f. de 
dubbelpunten derinvolutie, en de raaklijn^?^ in f pE^ f? a^^fl «f JWiAep 
eJJ^ftar i^ bet ?m4d.Qlt ƒ ym AD, Wpt ^e. ^^^^oek ^ie^ gevgimd 
dpQ^ de kppjydq ^h van ^ ein fla jrftakli|Be][^ ^a-n % \j^ |ie uij^jj^v^en 
dier koorde, is gelijkbeenig; dus is de daarmee gelijkvormige driehoek 
A 5/ dit oolCp zpodat ^fz=zlf \% Volgt hieriiit gemakkelijk, dat 
dQ ;raftkl^'i)iet^ in 5 en c aan ^ , de lijn A D in hetzelfde pujit ƒ snij- 
den ^ dan is het yjerder duidelijk, dat ^e cirkel, die dpor A, 5^ c 
gaftt, É» dufi ƒ tpt iniddelpunt heeft^ tevens D bevat, pn d^s ƒ het 
pftid^en yafl AP ifl. 

33. Met een kromme van den derden graad, die door de zes fui^- 
d^j^Qt^^pupten gaat, kopt ^eer een kromde van den derden graad 
Qy^jreqn, Want de kronjin^e !^,. i^et de zes fand^mentaalpiinten tot 
^^ei^voudige punten, die volgens de wetten der bilmeaire trans:^rmatie 
pet pen niejt door de fundam^ntaalpunten gaande krompae van den 
derden gra^d overeenkomt, splitst zich, zoodra deze kromme van 
den derden graad de fundamentaalpunten wel bevat, in de zes 
fij^,(J-ape^taalkegelsneden, die gezamenlijk vnfina^ door de fimda- 
peni^pu^ten gaan^ en e^n n|eu]ye krqmme van den 46rdpn gr^ad» 
die dit eenmaal doet. 

De toropm^n L^^ die door het symbool 3j[ABCp«?y^ a, QO') 
gek^^perjct zijn, komen mejl zich zelf overeen. Waijit eUf dier krojoa- 
pen heeft met haar ovejreenkomstige reeds tien punten gemeen, dje 
ijLPgejtx aangewezen punten^ en als tiende punt het derde sniipunt nj^t 
de Ijjn ii)L het oneindige. 

Ieder dier krommen L, gaat ook door h en c. Want zoo ze AC 
b^h^ilvp in A en C in een van h verschillen^ punt sneed, dan zou 
',^ al? PQJ; zich zelf overeenstemmende kromme^ behalve A en C npg 
tw:ee punten met AC gemeen moeten hebben j teijizij dit derde punt 
op AC in het oneindige gelegen was, in welk geval ten opzichte 
van BD de moeielijkheid bestaan blijft. Hieruit volgt, dat al 4© 
kroppen L^^ die nu ook het symbool 3 (A BCD «?«?', ckhc) kunnen 
voeren, een bundej vormep, waarvan de negen punten tusschen haakjes 
de basispunten zijn. 

Langs .overeenkomstigen weg vindt men dat de krommen L^ ge- 
kenmerkt dopr 4(A*BCD 0?»?', 00') met haar overeenkomstige krom- 
men same^vallen. Want de met zulk een krompe overeenkomende 
kromme is van dezelfde natuur en heeft met haar reeds achttien 
punten gepeen, waarvan er negen in A, yi^f in de andere funda- 
m^ntafdpunteiii^ ,twee in O en O', en nog twee in het oneindige liggen. 
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Weldra zullen we krommen van den vijfden graad vinden, die 
met zich zelf overeenkomen. 

34. Op iedere lijn liggen twee met elkaar overeenstemmende pun- 
tenparen (want de lijn snijdt haar kromme K^ buiten het oneindige 
in vier punten). 

35. De overeenkomstige punten, wier verbindingslijn door een 
vast punt P gaat, vormen een kromme M5 van den vijfden graad, 
die door P gaat en in dit punt de verbindingslyn van P met het 
overeenkomstige punt P' aanraakt. Want iedere lijn door P bevat 
behalve P vier punten dezer kromme, de lijn PP' buiten P slechts 
drie. 

De kromme Mg heeft de punten A, B, C, D tot dubbelpunten 
(want de lijn PA snijdt den cirkel BCD tweemaal); zij gaat een- 
maal door de punten a^h,c,w en nf (eenmaal door w en w\ wijl 
de lijn in het oneindige door het niet meetellen van het punt in het 
oneindige in het vorige artikel van M5 — of eigenlijk M^ — afge- 
scheiden is). 

De krommen M5 komen met zich zelve overeen en hebben 
5(A*B*C*D*«?w',a^c) tot symbool. Zij vormen een net, dat met 
het vlakke stelsel der punten P overeenstemt. 

36. Voor elk punt van den negenpuntscirkel moet de kromme Mg 
de gelijkzijdige hyperbool bevatten, die dit punt tot involutiecentrum 
heeft, en verder dus nog bestaan uit een der krommen L, van art. 
33; voor de middens der zes zijden van den voUedigen vierhoek 
A BCD splitst de kromme zich in een gelijkzijdige hyperbool, een 
cirkel en een rechte lijn. 

37. De verbindingslijnen van de overeenkomstige punten van een 
der krommen L,, die in art. 33 gevonden zijn, gaan door een punt 
dezer kromme. Dit blijkt reeds uit het vorige artikel. Want zoo 
als daar reeds terloops werd opgemerkt, zijn de krommen L3, die 
deel uitmaken van een kromme M5, identisch met de in art. 33 gevon- 
denen, wijl de eerste groep van krommen oneindig in aantal is 
(omdat met elk punt der negenpuntscirkel een dier krommen over- 
eenstemt) en zij allen door de negen punten gaan,, dus een bundel 
vormen gelijk aan den bundel der krommen L, van art. 33. 

Maar ook onafhankelijk hiervan kan worden aangetoond, dat de 
verbindingslijnen der overeenkomstige punten der in art. 33 gevondene 
krommen L3 voor elk dier krommen door een punt dier krommen gaan. 
Want deze overeenkomstige punten zqn te beschouwen als de bewe- 
gelijke punten van doorsnee van de kromme L3 met alle gelijkzijdige 
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hyperbolen door de punten A,B,C, D (w^l deze hyperbolen ook 
met zich zelf overeenkomende krommen z^n). £n nu leert de voort- 
brenging van een kromme van den derden graad door middel van 
twee projectivische bundels, een van l^nen en een van kegelsneden^ 
bij omkeering, dat de bedoelde verbindingsl^'nen door een pont 
gaan van de kromme L,, het pont door Gkemona het tegenoveige- 
stelde punt (//punto opposto") van den vierhoek ABCD ten opzichte 
van de kromme L, genoemd. 

De overeenkomstige punten van een der kromme L^, die met zidi 
zelve overeenkomen, zyn wel te beschouwen als de bewegel^ke snij- 
punten van deze kromme met den bundel van gelijkz^dige hyperbolen 
door A, B, C, D, maar hun verbindingsl^nen gaan niet meer door 
een punt. 

Stelt men de sn^punten van een willekeurige lijn l met den n^n- 
puntscirkel abc door r en « voor, dan vindt men dat een der 
beide paren met elkaar overeenkomende punten van l tot de geligk- 
zydige hyperbool door r, en de kromme L, door «, het andere paar 
tot de kromme L, door r, en de geligkzqdige hyperbool door s be- 
hoort. En omgekeerd liggen de bewegel^*ke sn^'punten eener gelyk- 
zqdige hyperbool met een kromme L, op de 1^'n, die de op den 
negenpuntscirkel gelegen involutiecentra van beide krommen verbindt. 

38. Met behulp van de gelijkz^'dige hyperbolen, van de krommen 
L„L4,M(, zou het niet moeielijk vallen met zich zelf overeenko- 
mende krommen van hoogeren graad te bepalen. Wijl dit onderzoek 
echter niet die eenvoudigheid behoudt, waardoor het voorgaande is 
gekenmerkt, breek ik het hier af. 

III. Hei verband tue^chen beide overeet^tomten. 

39. Door middel van de transformatie door wederkejorige voerstralen ') 
gaat de eene overeenkomst in de andere over. 

Zijn nl. A, B, G, D (fig. 6) de bestaanbare fundamentaalpunten der 
tweede overeenkomst, en neemt men D als het centrum ^er weder- 
keerige transformatie en AD.A'D=:BD.B'D =:CD.CD als de 
negatieve macht dier overeenkomst aan , dan gaat A in A', B in B'» 
G in G' over. Men vindt dan, dat de cirkel DEA overgaat in de 
lijn A'E' door A' evenwijjdig aan De, de raaklijjn in D aan den 



1) BiTE, t. s. p. Seite 170. Aoijg^abea 66—79. 
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(Mbl, gèlirbldcéa; En fdAat meü Öu den c&kèl ÜEA t^m DÈ. t)tt) 
déil kotó Mét dèft üieuwétl cil*ea DF A eeU 1^ A'F dööt A' «vött^ 
^dig ^tt Bf, dè i^klijü tti D feaü deto niëriiWeÈ öirkël, «t^^neft* 
Wa^n!iSt icl^, dat ihet het y^^sl^^ V&h llêto «ói^kei <Ab de I^n DA 
hèk bntóïaiaii réi'ri dë öV^rëehkÖiÉétige lijft ötn dezelfde lïjü DA mét- 
eétiköiüV, eii yerdöót dtts de övëiteettköilist der étójp^teft O eA O* 
M «fie i^A sythiüettiöehè éifkfels «öp AD, BD feA ^GD éAikoötèeli 
in de overeenkomst der sngpunten O eü O' 'dör drie palre'n ^fioMlè* 
Ift^ëhé lijnen ten ó)^ï(Me nh «dë dëellijtitti DA'^ DB', DC' tan de 
höèften Hh dfféhöek k'B'C' or^gtót. WeAtelijk gtón döSa de df* 
këlb B^Ö, OAO, ABD ëh ABKU, dife fh vle 'birkdltrttftsfoWaaitie 
Aet dé punten A, B, <3, D 'ó^tfeèttkottiëii, ^ de 'drie lijtien B'C', 
CA', A'B' en den cirkel A'B'C' over, die met de punten A'i B','0' 
eü ^e lijA ih hêt bheindi^ 'ÖVéireenkonüféA i<n dië lijïieYiftrAtti^i^^il^e ; 
WërkefKJk giabn «dë mét ziöh zelf ijyei'eetistëlnitieüd^ pttotöu A', B'-, G' 
en ^ë l$n ih het oueiB'dige dëi* ëit^ëütitinsfbiiteètie ih èe tket lAék 
M^ öH^ëtëëbkMeÈdè ^mntèn A-, (B, O, D dët l^ïtötf!Mii^o3^«Ae 

%i». 1^ liet Vë^gèiande bl$kt, dftt men het $& de idirkeltranisf^ 
iSKrtie 'bij eeïi wiïïékeurig punt O behborende punt O' kon mèétt 
lèët Mful^ H>ViA dë lynéAtta'n^oiin&ftie doo)r ^^ tr^ExsfoAnèltie "bü^ 
#^diÉtfeÈJéïgë 'roérsi^fltlëh heeh. Méh kd& %4* <0 bét 0<rere«tekonAtige 
f^Étit P 'ioekèn iïi de transformatie door wederkeerige Voerstralen , bij 
t #'éèir liet ovtoenkomstige ptint P' iïï "de lijneütransföttiïatie em ttj 
F hét 'bvbreenkomritige punt O' iil de transforïnatie door wedei*k«e- 
rige voerstralen; dit laatste punt is dan ^ëvénis het in de tnrkedtiffttiiH- 
formatie bij O behoorende punt. 

Ook langét dë^én nv^ ^indt ttién, "dat b§ ëen ^li}n vaft punten O 
in het algemeen een kromme van den v^fden graad met zes dubbel- 
jpuüïëïi A, {B, tl, D, 'it, Ü' ötëiViiGftótètiit, %Atitieël- tten^döclitö be- 
denkt, dat de transforfftatie dc((* ^edètkëetigè «iStoidèfn eéü kü^a- 
ü^tit^ëhlè l^tiéüFdMüitië ^ ïiicit dHe ^ënkelf^yudige '^dattietftaadpun- 
tèh, Ibïët ^e ^iiüMi ï), é, w\ Mén Vittdt 'gemiMtó^, 'dftt mtet de 
B^ ^er püntën <3 >jfen tïirkel van punten ^ dbör D (éfft ^ ^ ^ 
oIrteifeèriÉieiiA; ^dat mét Ötezen ëitk^ *eëti kfonlme van den 'vierden 
gifadd dófö* D,'«^,^')Gto ^aWJt idubbeljmnten in A', B','Ö' als ïfleetkuödige 
^Itetb 'det piinteb f' »6vcJfèenk6tot'; en ^liöö^k mét dë!zë kromöie 'In 
de transformatie door weerkeerige afstanden een kromme van den 
vijfden graad, zooals er een gevonden is. Omgekeerd kan men met 
behulp van de cirkeltransfcfnnsti^ éwt die yftelr Weerkeerige if^itanden 
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tèéü VèHftëeteii, dtó ifi dë lijü'éntttósfórmatié met iéén Êjii iii liet 
algèiiaeëh ëeh kègeisneè dooi de pünfen A.', fe', b' oVeréèln'kómt; 'aït 
ü^èïiyclï ik akü den lezer 'oyer të liaWn. 

4l. Dóór middel vah 'de tréhbfónn'atië dboï wëAèfkëërigë Voerstfalëil 
moeten de met zich zelf oyereenkomëndè kiróminen aër bëidë beschouwde 
tfthsteirmatièè in èftaidif oVëirgaén. ZbMef ihoéitë vbërt deze bpiner- 
kSig ïot Bieïi'#é ïdikÓmslèn. Vooreerst worden lie kegelsneden, die 
lil 'dë KjheiiVranétenAatie ió'ór dë pii'ntón A, B, M, M^ gingen èlü 
'di& ïiiè'f tfóbr de ^puntéft A.'', #, ÏJ, 'ö yan 'ég. % gaan, dbor iië 
hulptransförmatie in krommen yan den derdeü graad ómgëzël, aié 
e/ëüMal dóór A, Ö, ió,%\^' en iweeihaaJ door Ö gaan, wal Voor 
dé 'cïrkéltrAn'sïorinatiè dë iiièt zich zelf dvéfêenkomënde üommëfi 
èXA!B.Ï)*'tóii?', c) opeVèrt. Ën tën andere gaan dè met zidh zelf 
overeenkomende gelijkzijdige hyperbolen door A, B, O, D van dè 
cïrKéloVerëenköm^t dóór InïAdei van dé 'transfölraiatie aét wedërkéterige 
Vóërbtralën ito kiróinnién Vian den ferdën 'graad bvér, dié eënméail dë 
fMèk A', fi', C', 'w, y én tw'éémaèi hët püiit Ö 'bëvaitë'n, wai voor ie 
lÓïtëntirïiisfdhDiiïië dè kï'óm^en ^(ABG, M^ , wW) vërsöhafb, ëiÉ. 

IV. J)e vlaMerdtamfbrtmdie* 

%%, tk tijilë&ól^erëën'köiiist laai; zich onmiddellijk op aé niiniïè 
óVèrdttigëïi. Verbindt ïiaeü lianielijk (|fig. 7) eén püiA Ö van den 
b'ót 'iilët 'dë 'drie h'óèkptintëh Van iën feoldriehóet AfeC, en sïaal inen 
dèzë bÖ^en AÖ, BÖ, '00 om dé deelcirkéls dër hoeken om, dan 
gkkh dë niëüWé bógén Weer 'dÓdf éeö punt Ö'. Wiat geheel iais voren 
(Vet^élijk art. 1) bewézèh Vófdt. kéeft 'mètt hu een viërvïèt AfeCÖ 
ëh %ëfa jiütó t) , ^retié^ méh Öóbr de 'ribben van het vierVlak ën \èi 
ï^tfHt Ö vlakken, ^ Öadt inéh dM tl&ldfën om dë deelviakkén tér 
tweevlakkenhoeken om, dan gaan de zes nieuwe vlakken weer door 
ëêü j^ünt W. t^lit dëzè &e's VlakkèÜ gaan volgens de beschouwing 
vin den bel drTë üaii difië doof vier lijnen, én dëzé ïijnéh shifdeh 
elk&ar'tWee arfh 'ïwëé, 'zónder déil 'zè in een vlak feggën'; zobdat de 
vfèr ^hëi 'Öl ötik bbk dë zeb vli'kkén ÏÏöÖir een punt 'Ö' gaan. 

%t. Siet 'een piint 'Ö kóitit 'éfe'ii bëpalüd punt 'Ö' wédèrkeëng bVëf- 
eëh; Öe ióVëiréë'ilkóinst 'iu^chèÜ ^0 en O' is dus ëèü ihvdlütönsché 
bVéïëënkdmst van C&ikoNA ih dé ruimte. 

4*. Mët elk "dëf hoekpunten vah het viéi^tlak 'k¥&D komt kl^- 
ftbjkeiijk hét óvèrsftaahde zyVlIdk 'overeen. Öezë punten z^n dus 
ettkelvoudige 'fünd^ihehiaalpïïtitën nfeib 'dë ovèrsifóaudé z^vlakkeh als 
füiadanlétitdJalvMke'n. 
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45. Met een vlak door een der ribben van het viervlak komt 
klaarblijkelqk in het algemeen een ander vlak door dezelfde ribbe 
overeen. Eveneens met een willekeurige l^n door een der hoekpunten 
(volgens de beschouwing van het boloppervlak) in het algemeen een 
andere lijn door hetzelfde hoekpunt. 

Waar met een vlak door een der ribben een ander vlak door die- 
zelfde ribbe overeenkomt, daar is dit andere vlak slechts het wezen- 
l^ke deel van het overeenkomstige oppervlak, dat als bijkomend 
deel dan nog de beide fundamentaalvlakken van de fundamentaal- 
punten der ribbe bevat. 

Met een willekenrig vlak komt een oppervlak van den derden 
graad F, overeen, dat, zoo als aanstonds bl^'ken zal, de punten 
A, B, G, D tot dubbelpnnten heeft, en door de zes ribben van het 
viervlak gaat. 

Op de volgende wyze wordt aangetoond, dat het met een wille- 
keurig vlak overeenkomende oppervlak 7, een tweevoudig punt heeft 
in elk der hoekpunten van het viervlak. Is l de snijlijn van het 
gegeven vlak met het vlak ABC, en beschouwt men nu het vlak, 
dat door ^ en D gaat, dan is het duidelijk, dat met dit nieuwe 
vlak een oppervlak van den tweeden graad overeenkomt. Volgens 
het bovenstaande moet dit oppervlak van den tweeden graad dan 
een kegel zijn met D tot top. Hieruit volgt nu, dat met de lijn 
l in ABC de oneindig dicht bij D gelegen punten overeenstemmen, 
die op den kegel van den tweeden graad gelegen zijn, en dit opper- 
vlak dus voor het bij het oorspronkelijke vlak behoorende oppervkk 
E 3 de kegel der raaklignen in het punt D is; waarbij dus D een 
tweevoudig punt wordt van het oppervlak, enz. De ribben moeten 
dan op het oppervlak liggen, wijl zij vi^ punten met F, gemeen 
hebben. 

46. Met een willekeurige lyn l komt een ruimtekromme E, van 
den derden graad overeen, die door de vier hoekpunten A, B, C, 
D gaat. Komt namelijk met een vlak Y een oppervlak F, overeen, 
dan moet met een willekeurige lijn l ook een ruimtekromme B, 
overeenstemmen; want het aantal snijpunten van l met F, is tevens 
het aantal snijpunten van de bij l behoorende kromme met Y. Of 
wel, met twee vlakken Y en Y' door l komen twee oppervlakken 
F, en F, overeen, die reeds de zes ribben gemeen hebben en 
elkaar dus nog volgens een kromme van den derden graad, de 
overeenkomstige kromme van l, snijden. Of eindelijk, de vlakken 
door O en elk der ribben AB, BC, CA gebracht, brengen drie 
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projectiTische vlakkenbimdels voort, als O zich langs een willekeurige 
lijn l verplaatst; dus zijn de bundels der symmetrische vlakken 
ABO', BC O' en CAO' ook projectief, waarby dan de meetkundige 
plaats van het snijpunt O' der overeenkomstige vlakken dier bundels, 
zooals bekend is, een ruimtekromme van den derden graad is, die 
AB, BC en CA tot koorden heeft, en dus door A, B, C (en D) gaat. 

Snijdt l een der ribben van het tetraeder, dan scheidt zich de over- 
staande ribbe als oneigenlijk deel van de overeenkomstige kromme af, 
en gaat deze in een kegelsnee door de op de eerste ribbe gelegene 
hoekpunten over. Deze kegelsnee is de aanvullingsdoorsnee van het 
vlak, dat met het door l en de haar snijdende ribbe gaande vlak 
overeenstemt, en het oppervlak Fj, dat met een willekeurig vlak door 
l overeenkomt. 

Snijdt l twee overstaande ribben van het tetraeder, dan is de 
overeenkomstige kromme een lijn die dezelfde ribben snijdt. 

Het feit, dat met een willekeurig punt eener ribbe de geheele 
overstaande ribbe overeenkomt, is de sleutel tot de kennis der ont- 
aardingen van de kromme R,. Het maakt tevens duideligk, waarom 
elk oppervlak F3, dat met een willekeurig vlak overeenstemt, de zes 
ribben van het viervlak bevat. Deze ribben komen met de snijpunten 
van het vlak met de overstaande ribben overeen. 

47. De transformatie levert twaalf vlakken op, die met zich. zelf 
overeenkomen, de deelvlakken der zestweevlakkenhoeken; acht punten, 
die met zich zelf overeenkomen, de middelpunten der acht bollen 
die de vier vlakken aanraken; 28 lijnen, die met zich zelf overeenko- 
men, de verbindingsfijnen dier acht punten twee aan twee. Tot dit 
getal 28 komt men ook , wanneer men bedenkt, dat de 66 snijlijnen der 
twaalf vlakken — en hieruit blijkt dan eerst, dat deze snijlijnen met 
zich zelf overeenkomen — behalve de zes ribben nog zestien dier 
lijnen driemaal bevatten, wijl de snijlijnen, die door een der hoek- 
punten van het viervlak gaan, — en hun aantal is vier voor elk 
hoekpunt — in drie der twaalf vlakken liggen. Noemt men het 
middelpunt van den ingeschreven bol M, die van de aangeschreven 
bollen M^, M^, M,, M^, en die van de in de tegenover elkaar 
gelegene daken geplaatste M^^ (of M,^), M^^ (of M^^), M^^ (of 
M>^), dan zijn er vijf typen van verbindingslijnen MM^, MM^^, 
M^M^; M^M^i, M^^M^,; en van deze vijf liggen de eerste en 
de vierde elk in drie vlakken, bijv. met de notatie van het plus- en 
minusteeken MM^ in de vlakken AB+, AC+, AD+ en M^M^^ 
in de vlakken AB+, BC., BD,. 

N.A.V.W.D1.IX. 11 
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48« Met een opperrlak yan den tweeden graad, dat door de hoek- 
pmiten yan het yiervlak gaat, komt we^ een oppenrlak yan den 
tweeden graad door deze punten oyereen. Want terwijl met een wil- 
lekeurig opperylak yan den tweeden graad een oppervlak yan den 
zesden graad met yiervoudige punten in A, B, C, D (dat dus twee- 
maal door elke ribbe gaat) overeenstemt, scheiden zich, zoodra het 
gegeyen oppervlak door de hoekpunten van het viervlak gaat, de 
vier zijvlakken van het tetraeder hiervan af, en blijft er dus een op- 
perylak van den tweeden graad door de punten A, B, C, D over. 

Ieder oppervlak G| van den tweeden graad, dat behalve door de 
punten A, B, C, D ook gaat door vier der punten M, — zoo uit de 
acht gekozen, dat geen twee dezer vier punten met een der hoek- 
punten op een rechte lijn liggen, — komt met zich zelf overeen; yoor 
de vier punten M kan men dan of de punten M^, M^, M^, M^, of 
de punten M, M^^, M,,, M^^ nemen. Want ieder oppervlak van 
den tweeden graad door.de hoekpunten en het eerste viertal snijdt 
hyy. het vlak AB^ volgens een kegelsnee door de vier punten A» 
B, M«,M», en al deze kegelsneden brengen op de lijn MM«a 
mede in dit vlak gelegen een involutie voort, die, wijl ze ook de 
punten M en M^j> tot dubbelpunten heeft, met de involutie der met 
elkaar overeenkomende punten op die l^*n identisch is; waaruit volgt, 
dat. elk opperylak door de hoekpunten en de punten M^»M^y'hic9 
Md z^Q snijpunten met elk der zes verbindingslijnen van de vier 
andere punten M met het overeenkomstige oppervlak gemeen heeft, 
wat met de acht oorspronkelijjke punten reeds twintig gem^en^ehappelqke 
punten vormt. En w^l deze punten zes aan zês in de twaalf deel- 
vlakk^ liggen (zoodat ze niet kunnen g^I^en zijn op een kromwa 
B^, die de doorsnee is van twee oppervlakken van den twei^d^ 
graad), moet dus het besKihoawde opperylak samenvAUen met het 
oyereenkomstige. Wat nu ook geldt voor elk oppervlak van den 
tweeden graad door de vier hoekpnnte» en M, M^*, M^,, M^^, 

49. Met den stralenbundel in de ruimte, die door al de door 
een der punten M gaande lijnen l gevormd wordt, komt het net 
yan krommen B,, waarvan A, B, C, D en M de basispunten zijjn, 
overeen ^). De raaklijnen Z', in het punt M aan al deze krommen 
B3 getrokken, vormen een nieuwen stralenbundel in de ruimte P, 



1) Belangrijke aitkomsten omtrent dit net van krommen R, geeft Stubm in 
verschillende verliandelingen in het Journal van Ckelle, deel 79 > 80. Vergelijjk 
ook ScBUBEfiT, Kalkül der aheüMenden Geometrie, Seite 168. 
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dip m^ «ten f^i^sf^ pjtojiettlj^ftd^ PfPJepl?^ is. Wwt terwijl Dafit pen Ijju 
^ iBeipi bepu9ildp ^*^ Z' pyerej^f^pteö^t , ikjomep me)b (de in ^en vjt^ V door 
M gelegen lijnen l evenzoo ii^ ;^n yl^k, Jiet rajaky^ajc in IVf ^aan Jiejb 
pye^^ï^omsjifi^ opixerylak ^3 ya^ Y aangebracht, gelegeji lijnen l' 
oxe^^ti. Mf^ 4»n pp^t^iii de bejidie stralen^iqidds in de ruimte 
geheel samenyallen , daar ze vier stralen, de lijnen MA, MB^ ]|kIC, 
}f P avejeen^pjBptig g/^flaee^ JnpJbib^Jj. I>i;i9 mq^t i^pre lijn en ieder 
opp^yyJak iOQT ee^ ^er pi,i|a^)ji M i^ dit punt ^por ha^.r ov^r^ejir 
komstig^ JiïonuB^ of oppprvlajc word^*jaangejr^^, 

Hifjim^ JL9 teyewp 4e ftitk^m^t van het yprigjB artikel nog eenp 
afgdeid, Ipder .gj^rylak (jtj van den twqeden gjr^ad door A, !^, 
O,, D en M^, Ma, M.» Mrf Wet Jqaet 7Jjn overeenkomstig oppervlak 
samontvalka» 4a^ det^ oppervj^ikken elkaar in de vier laatsl;^ pu^teu 
^ni9im» m de iift^kvlay^ii j^ji den .stai^4 ^e? ^cht pui^tep opjE. 
hankelijk zij.Q, 

6Q* ü üe4^ 4er twê^lf deel?)akt^, di^ met ,?iiph zelf pypreq^ko- 
men, is d^ piveirftQnk<»»ftt d^r punten ^}p algpmeene, waajry^ja aan Jiet 
aiot van aut* 13 sprjEJk^ w^, Want het vljak ABM snij^f^ biet 
ri^rvilak volgions Am hpofddrJiet^Qpk van de oyer^eE^omst ip ^t vlajc^ 
maar jbot pi^nt M is 4»CHrv«Q niet m^er xjaijidelpunt van inge^hr^r 
¥eB drkal o( «waa]cA€f Rnj». ye^§r t^^ mf^ 4it Pl^t met eep 
tBÜiekeprig punt im h^ yl«4^ y§n 4eij driehpefc lio^n sfiaeny^eft 
door wyzigingen van het viervlak, waarbij de driehoe)v qnyerander4 

61. iQe l^}B»i, 4ip dopï eea viU^teurig pi^ijt J! gaan 9?! tijiree .J^i^t 
elkaar over^énkom^^td^ pupteB fe^yfüttgg^, yorp^e^^ wi kegel JI3 jm 
den defdfiii gsaad doQi A, B,PenI) piet; ? ^t <^P' ^^^^^t een 
wfUdooJORg vlak V é^ S MÖdt zijn pyereeijfpmsjüg oppeiryl^ 1*? 
volgfine» «en i3[QWm ym 4e» der4en gr^ C3, t^^vm 4e PWte^ 
i^fifi $im twQ^ pa^ el^^r Qve^eenkpmen* "Dp liji|^p, 4ie een wille- 
keurig punt Q dezer kromme met 4? p^i?^ vf^n (oy^ye^^^^omstige p^n- 
tm yefjl^d^, vorpie^ 4^^ m^ involutie. ^j^ 4it J^^^J^Sm 4^^ er in 
hc(t vtek V 4q9F een pii^t f^ 4e? krpjnme drie liggen gaan, waarop 
flyefacaikQmstige puntej^ der kromme Uggiein, de bei4e dujbbe^stralen 
i&X ifiypJIvitip jBn de lyp, dje Q met het oyereenkomstige punt (^' 
-Y^bi»d$5 WftajcwJt 4p Y^4ei: in Jiet ?^lgepieen blijkt, dat er ook 
4epr b4 p^nji ? 4»e 4i?r Ig^en ga$^n, en Tfiet vleik V dus 4rie be- 
9<^br|}Y/3n46 W^&i y^ 4en kegel bey^t. . 

De graad van den kegel volgt ook uit de beschouwing yan een 
vlak door P en een der ribben. Want dit vlak bevat ook drie lijnen 

11» 
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der gezochte meetkundige plaats, de verbindiDgslijnen van P met de 
fdndamentaalpunten der ribbe en de lijn, die door P gaat en op 
deze ribbe en de tegenoverliggende rust. 

Gemakkelgk ziet men, dat de kegel H, de meetkundige plaats is 
van de lijnen l door P, die bun overeenkomstige kromme R, twee- 
maal sn^'den. 

Ligt P in' een der twaalf deelvlakken, dan bestaat H, uit dit 
deelvlak en uit een kegel van den tweeden graad. Ligt P t^elij- 
kertijd in twee deelvlakken, dan bestaat H, uit drie vlakken, de 
beide deelvlakken en het vlak door P en de twee punten M, die 
niet in deze deelvlakken liggen. Ligt P tegelijkertijd in drie deel- 
vlakken, dan bestaat Hj uit deze drie vlakken. En ligt P tegelij- 
kertijd in nog meer deelvlakken — wat gebeurt, als P met een der 
hoekpunten of een der punten M samenvalt — dan is de kegel H, 
onbepaald, daar ze in dit geval alle lijnen door P bevat. 

52. De meetkundige plaats der paren overeenkomstige punten, die 
met een willekeurig gegeven punt P in een rechte lijn liggen, is een 
ruimtekromme E7, die door de hoekpunten, de- punten M en P 
gaat. Want elk vlak V door P bevat drie ribben van den kegel 
Hj van P en dus zeven punten der bedoelde kromme, het punt P 
en de drie paren op deze drie ribben. De kromme wordt in P door 
de lijn PP' aangeraakt. Het onderzoek naar haar ontaardingen laat 
ik aan den lezer over. 

53. Met het oppervlak Hg van P komt volgens de theorie d» 
bilineaire overeenkomst een oppervlak K5 van den vijfden graad over- 
een, dat A, B, O, D en P* tot drievoudige punten heeft, en dus de 
ribben en de verbindingslijnen van F met de hoekpunten bevat. 
Dit oppervlak, dat ook door de punten M gaat, is de meetkundige 
plaats der krommen E, door P', die door hun overeenkomstige lijnen 
l gesneden worden. De ontaardingen er van worden gemakkelijk 
uit die van den kegel H, afgeleid. 

54. Voortgaande zouden we nu oppervlakken van hoogeren graad 
moeten zoeken, die met zich zelf overeenkomen. Wijl dit onderzoek 
ons echter te ver zou leiden, breek ik deze beschouwing af met de 
opmerking, dat de met zich zelf overeenstemmende krommen gevon- 
den zijn, zoodra men de met zich zelf overeenkomende oppervlakken 
kent; want de eersten zijn te beschouwen als ^e doorsneden der laat- 
sten. Zoo komen de doorsneden van twee oppervlakken G^ uit art. 
48 met elkaar overeen, enz. 
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55. Be oyerbrenging door wederkeerige yoerstralen yoett ook tot 
uitbreiding van de cirkeltransformatie op de ruimte. Gaat men 
namelijk nit van een viervlak ABCD (fig. 8), waarin de loodlqnen 
AA', BB', CC, DD' elkaar in een punt E snijden, en dus ook de 
producten AE.A'B, BE.B'E, CE. CE en DB.D'E een zelfde 
waarde hebben, en neemt men E als het centrum en de negatieve 
waarde dier producten als de macht eener transformatie door weder- 
keerige voerstralen aan; dan doet men met de punten A', B', C, D' 
de punten A, B, C, D, met vlakken door twee der punten A', B', 
C, ly bollen door E en de twee overeenkomstige punten uit A, B, 
C, D overeenstemmen. Wijl met de zijvlakken van het viervlak 
A' B' C jy bollen door E en de drie hoekpunten van het gel^knamige 
zijvlak van het viervlak ABCD overeenkomen, en de hoek tussohen 
twee vlakken gelijk is aan den hoek, waaronder de overeenkomstige 
boloppervlakken elkaar snijden, gaat de hoofdstelling van art. 14 hier 
over in de volgende, waarin, naar ik onderstel, de uitdrukkingen 
/,tweehoek gevormd door twee bollen" en „bollen, die den twee- 
hoek van twee andere bollen midden doordeelen" uit zich zelf dui- 
del^k zijn: 

//Wanneer men in een viervlak ABCD, waarvan de loodlQnen uit 
de hoekpunten op de overstaande zijvlakken elkaar in een punt £ 
snijden, de zes bollen construeert, die door een willekeurig punt O, 
door E en door twee der vier hoekpunten van het viervlak gaan, en 
men daarna aan elk dier bollen een tweeden bol toevoegt, die zoo 
door E en de beide zelfde hoekpunten gaat, dat de bollen, die den 
tweehoek van eiken bol en zijn toegevoegde midden doordeelen, 
tevens de bollen zijn, die den tweehoek midden doordeelen, welken 
de bollen door E, door de zelfde hoekpunten, en telkens een der 
beide overige hoekpunten met elkaar maken; dan gaan deze zes toe- 
gevoegde bollen, die reeds het punt E gemeen hebben, nog door een 
tweede punt O'." 

56. Wanneer het vlak gebracht door E en twee der hoekpunten 
een der beide bollen vertegenwoordigt, die den tweehoek midden 
doordeelt, welken een bol door E en deze beide hoekpunten met 
zyn toegevoegden bol vormt; dan liggen deze beide laatste bollen 
symmetrisch met betrekking tot het vlak, waarvan sprake was. Gemak- 
kel^'k bewijst men, dat de in het vorige artikel aangewezen overeen- 
komst, die men de overeenkomst der toegevoegde bollen zou kunnen 
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noemen , alleen dan eei^^ 9ver^ii}^>ma^ van symmetrische bollen heeten 
kan, wanneer het vierylak A BCD regelmatig is. 

Dé lijh CD naiBeiJik staat bodreeht op het vlak ABE/ Snqdt 
na het verlen|(dé vlak ABE de ribbe GD in F, dan zijn er: ttfOe 
^allèiLtë obdersefaeiden,- naèmiate F al daa niet het midden is vaor 
CD. Ii^ het eerste geral z^a de bollen ABEO en ABED sj^mme^ 
tffefcfe ten ojiziÉlhté ?an hé« Vlak ABEj waaruit dan Tolgt, dat als 
het Vierrlak ABOD regelmatig is, de overeenkomst der toegevoegde 
htfÜm een overeenkomst van symmetriéche bollen wordt. In h^ 
{#eedé geval kunnen de bollen ABEG en ABED niet symmetrisoh 
wözen mict betrekking tot het vlak ABE. Want de bol ABEG 
IsSa O D niet snijden in eeii punt, dat ten opzichte van F symmfttrisfih 
ik met D^ w^i het tweede snijpunt van dien bol met CD wel met 
aan déèeifdé zijde van F gelegen is^ maaf op het dubbel van deA 
aMaad FD van F verwijderd; Wat gemakkelijk blijkt als volgt. 
Het tweede snijpunt H vao BF mèt den bol ABEC wordt bepttfdd 
dödr d« betrekking 

A'E;A'A = A'B.A'H; 
léifwijl de dfiëhöet AÈF dè vergelijking 

A^E.A'A = A'B.t'A' 

oplevert. Hieruit volgt dus 

l'H = i'A'. 

Verder heeft men op de koorden door F, als D' het tweede snijpunt 
van CD met den bol ABEC is, 

2A'F.BF = CP.D'F; 
terwijl de driehoek BCD weer de betrekking 

A'P.fiï*=:CF.fD 
oplevert. Dus heeft men eindelijk 

D'F=2FD. 

Alleen in geval het viervlak ABCD regelmatig is, geeft de over- 
eenkomst van het vorige artikel dus een overeenkotü&t in^ symme- 
trisch plegen bollen. 

57: De graad der transformatie door symmetrische bolo{^rvlak« 
ken, -^ di w: z: de graad van het oppervlak , dat in déee tranfeformatie 
mek eeti willekieurig vlak overeenstemt, — wordt hét gemakkelijkst 
afleid uit de beschouwing van het oppervlak, dat mét het vlak ABE 
overeenkomt; Dit oppervlak bevat dè fundamentaaloppèrvlakkeü det 
punten A^ B; E, en als eigenlijk dëel^ hetgeen mét de overige pun- 
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teü tail dit Vlik overéienètemt, het iUk ABB fcelf. Wijl nu me* A 
dë bol BODE, mét B de bol ODAÈ en met B, zooals aanstonds 
blijken zal, een öppeirvlak yan den zesden graad overeenstemt, i» de 
otérefenkömst der symmetrische bollen ran den elfden grasad. 

Hét fimdamëhtaaloppervlak van E wordt met behulp ran dé trans^ 
formatie dóór wederkeerige voerstralen gevt)nden< In deze transfo^• 
riiatie komt üiet B het vlak in het oneindige V« overeen. Mét dil 
vlak Vee stemt verder in de Vlakkentransformatie een oppervlak van 
den derden graad F3 overeen. En met dit oppervlak F, kötnt em- 
delijk in dé overeenkomst dóór wederkeerige Vóerstrèden een öpper- 
vliftk van den zesdeti graad overeen , dat zijn graad niet veiflagen kan. 
Want het bedoelde oppervlak P3 gaat niet door Ë, wtjl Veo ^* V^^ 
niét bevat, en evenmin door den onbestaanbareh cirkel in hd bnem- 
dige, wijl het hét vlak in het oneindige volgens drie l^*nen én^'dt, 
de doorsneden van Y„ met de drie hoofdvïakkeü van het regélntótigiB 
aChtVlak, waarvan de middens der ribben van het regelmatige tiër- 
vlak dé hoekpunten zijn. 

68. Het zou mogelijk kannen schijnen, de overeenkomst door 
' synifnetrische bollen langó een meer eenvoudigen weg Ie bepalen, 
dobt uit te gaan van het volgende theorema, dat een uitbreidmg 
schijnt van dé stelling uit art. 14: 

„Wanneer een willekeurig viervlak ABCD en een punt O gege- 
ven is, en mende bollen BCDO, CDAO, DABO, ABCO om de 
vlakken BÖD, CDA, DAB, ABC symmetrisch omslaat, dan ver- 
krijgt men vier nieuwe bollen die éen punt O' gemeen hebben.'* 

Werkelijk zou deze stelling tot veel eenvoudiger beschouwingen 
leiden, als ze slechts waarheid bevatte. Maar ze is valsoh, zoo als 
spoedig blijken zal. Vooreerst blijkt dadelijk, dat de uitbreiding van 
het in art. 14 gegeven bewijs op de ruimte eigenaardige bezwaren 
heeft. Want in de ruimte is de bol niet meer de meetkundige plaats 
der punten, waaruit men een cirkel, bepaald door drie punten, onder 
een standvastigen ruimteboek ziet* Wat evenwel nog niet bewijst, dat 
de stelling valsch is. 

Wanneer de stelling waarheid bevatte, zouden de punten O en O' 
een bilineaire overeenkomst in de ruimte vormen, waarin de bollen 
met de om BCD, CDA, DAB, ABC beschreven cirkels tot grpote 
cirkels met zich zelf overeenkomen. Wat eischen zou, dat het tweede 
snijpunt van drie dezer bollen ook op den vierden gelegen was. In 
geval het viervlak ABCD regelmatig was, zou dit punt dan het 
middelpunt van dit viervlak moeten wezen. Maar dat is onmogel^'k; 
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want, omdat het vierde deel dec hoogte van het vienrlak niet gel^k 
is aan het twee derde van de hoogte van den driehoek in een der 
zijvlakken, gaan de bedoelde bollen niet door dit pnnt. 

59. Evenwel voert de vorige redeneering nog tot een andere over- 
eenkomst door symmetrische bollen, waarbij een begrensde drievlak- * 
kenhoek A (fig. 9), d. w. z. een viervlak, dat aan een der vier 
zijden open is, een hoofdrol speelt. Construeert men eerst de bollen 
ACDO, ADBO, ABGO, en daarna de bollen, die symmetrisch 
liggen met deze ten opzichte van de vlakken ACD, ADB, ABC; 
dan zullen deze nieuwe bollen, die reeds door A gaan, nog een 
tweede punt O' gemeen hebben, dat met O een birationeele over- 
eenkomst vormt. Deze overeenkomst van symmetrische bollen is 
algemeener dan de vorige. Even als de opmerking aan het slot van 
art. 28 deed zien, dat twee groepen van symmetrische cirkels tot de 
bepaling der cirkelovereenkomst voldoende zijn, blijkt hier, dat drie 
symmetrische groepen van bollen de verlangde bollenovereenkomst 
bepalen, en de weglating van het vlak BCD met de bollen door 
B, C en D, de bezwaren van het vorige artikel opheft. 

,60. Voortgaande zou ik de beide transformatien door symmetrische • 
bollen, die boven gevonden zijn, nader moeten nagaan, en in de eerste 
plaats den graad der tweede, die niet noodzakelijk elf behoeft te 
zijn, bepalen. Maar het nauwkeurige onderzoek dier beide overeen- 
komsten brengt moeielijkheden met zich, geheel verschillende van 
die, welke tot nu toe zijn voorgekomen. Van daar, dat dit onderzoek 
voorloopig moet worden uitgesteld, te meer daar dit opstel reeds 
uitgebreider geworden is, dan ik mij had voorgesteld het te maken. 



VERBETERING. 

Blz. 118, in de noot, regel 2 van onderen, 

staat: ingeschreven, lees: omgeechreven. 



BEANTWOORDING DER PRIJSVRAAG 

ffWelk is het gedeelte van het bolvormig oppervlak der 

zotty dat bij eene zoneclips door de maan voor het 

oog bedekt wordf\ 



L. JAN8E Bz. 



Wanneer de maan in hare maandelijksche beweging om de aarde 
in conjunctie met de zon komt, dan gebeurt het eenige malen in 
het jaar, dat zij binnen den lichtkegel, die gedacht wordt de zon en 
de aarde te omhuUen , binnentreedt en daardoor voor eenigen waarne- 
mer op de aarde de lichtstralen der zon geheel of gedeeltelijk onder- 
schept, zoodat de zonneschijf meer of minder door haar bedekt schijnt. 
Men noemt dit verschijnsel eene zon-eclips. De betrekkelijke grootte 
dier bedekking hangt in de eerste plaats af van de betrekkelijke 
schijnbare halve middellijnen dier schijven, maar ook in de tweede 
plaats van den schijnbaren afstand van hare middelpunten. Daar de 
beide eerste elementen gedurende den duur eener zon-eclips bijna 
onveranderd blijven, doch de afstand der middelpunten onophoudelijk 
verandert, zoo zal de grootte dier bedekking hoofdzakelijk van dien 
afstand afhankelijk zijn. 

Kon de schijnbare beweging van het middelpunt der maan uit het 
middelpunt der aarde gezien worden, of werd die beweging waarge- 
nomen uit eenig punt van de oppervlakte der aarde, dat Met in 
hare omwentelende beweging deelde , dan zou de maan zeer nabij een 
grooten cirkel aan den hemel schijnen te beschrijven, en tevens zou- 
den de afstanden dier middelpunten al vrij regelmatig met den tyd 
veranderen. De omwentelende beweging der aarde om hare as doet 
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evenwel de plaats der waarneming, ten opzichte van het vlak der 
ecliptica, gedurig eenen veranderlijken stand aannemen, waardoor aan 
de maan eene schynbare zuidelijke of noordelijke beweging over de 
zonneschijf gegeven wordt, welke, vereenigd met hare doorgaande 
oostelijke beweging, aan haar middelpunt eene zeer ingewikkelde 
kromme over de oppervlakte der zonneschijf doet beschreven, die op 
verre na niet regelmatig doorloopeu wordt. 

Ten einde de schijnbare afstanden der middelpunten van zon en 
maan voor eene bepaalde plaats der aarde te berekenen, en alzoo de 
grootte van de gevraagde betrekking gedurende het geheele verloop 
eener zon-eclips te bepalen, zoude het noodig zijn, de geheele en 
zeer ingewikkelde berekeningen, die tot het in alle omstandigheden 
nagaan eener zon-eclips gevorderd worden, uit te voeren; een arbeid, 
die wel niet in de bedoeling der vraag zal opgesloten liggen. Wij 
nemen daarom aan, dat voor eene bepaalde zon-eclips en voor eene 
aangewezene plaats der aarde, die berekeningen zijn uitgevoerd, zoo- 
dat voor elk gegeven oogenblik, binnen den duur eener zon-eclips, 
de achtereenvolgende schijnbare afstanden der middelpunten van zon 
en maan bekend zijn; en wij bepalen ons slechts tot het berekenen 
der gevraagde betrekking roót eenigen willekeurig aangenomen en 
schijnbaren afstand der genoemde middelpunten. 

Gewooülijk wordt onder grootte eener zón-eclipë versta&h, de 
verhouding van het bedekte gedeelte der zons-mid dellijn tot hare 
geheele middellijn, en dan nóg slechts, wanneer de verduistering op 
zijn grootst is, d. i. wanneer de middelpunten op hunnen dicht- 
st en afstaiid van elkander zijn gekomen; in welken statid het mid^ 
Af^ii ddr Verduistering gezegd wordt plaats te hebben. Het begin 
eü einde der Verduistering vl&dt vötder pltöts, Wéinneelr gênb^dè 
a&tand gel^k geworden isj Bh weder wórdt, iten dé som der sch^'n- 
bare halve middell^en van zon en maan. Nau^iHkeuriger uitgedrukt^ 
hoeft de aanraking der schijven plaats, wanneer dé boog v&h. den 
gróoten cirkel, die door de middelpunten van zon en maan gedacht 
wordt, gelijk is aan de som harer halve middelüjneh ; het raakpunt 
dier beide schijven ligt dan tevens op dien boog. JM laatste is 
echter slechts waar voor het geval, dat de beide schijven volmaakte 
omtrekken van cirkels vertdonen* doch wanneer die door de ongelijke 
werking der straalbulging tot ellipsen of eUifrtbchtige vóröieh ^n 
vervormd j moet in dö bépalingöti van het begin en het éitidé Vttn 
de aanraking der randen eene wijziging wórden geblfacht, die latei- 
den punt van overweging b defee üd uibtiaken. 
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Bébid^ de gfiiwom^ liéniBiiiBg. vari de' gtocAiB emsï ed&p^i <en 
(^cUe va» de bedfikte nkididellijn dér zbof kali men ock èd» ^p<lK)tAe 
eener zon-eclips beschouwen, de verhondinj^ der bedddie' érppei^^ 
vlakte der zon tot hare geheele zichtbare oppervlakte. De schij- 
ven van zon en maan kunnen bij deze opvatting vooreerst geacht 
worden deelen uit te maken van het holle hemelgewelf, en het be- 
dekte gedeelte der zon, zoowel als haar geheele oppervlakte, komen 
dtó üt dé bérëfeéöitig' Vóöf alë Bdltöïtolgtf óppèrlrlëkkeü, Öp gtettöetha 
hemelgewelf ^eleige^V 

Ten anderen kan niett &ïMi dèf fcön alè' èën bol beschouwende, de 
vraag stellen: welk gedeelte van haar bolvormig oppervlak door de 
maan bedekt wordt, en de oplossing hiervan is de eigenlijke bedoeling 
der prijsvraag. Het geldt dus hier te vinden: de verhouding van het 
t)eclekte tot kei zichtbare , tot het naar den waarnemer toegekeerde 
fcolvormig oppervlak der zon. Bij, deze beschouwing moet men zich 
voorstellen, eene, de maan omhullende,, kegelvlakte, wier top in het 
oog van den waarnemer geplaatst is, die het oppervlak der zon sn^dt; 
en het bedekte geSeelte van tet bolvormig oppervlak der zon zal 
dan ingesloten worden door die kromme lijn van doorsnijding en 
den schijnbaren buitenrand der zon. 

Voorts kunnen wi| ons voornemen, de verhouding te zoeken tus- 
scnen hetgeen door den maanskegel van het lichaam der zon uitge- 
sneden wordt, tot den inhoud der geheele zon. 

Tot eene vólkbméüé (^lossing van het vraagstuk zou nog behoo- 
ren onderaooht te worden, die v&rhoudkig hief ^oiren bedoeld^ voor 
het geval, dat de randen van zOn eh maan va» den cirkelvorm afge** 
weken zijn. 

Wij nemen ons daarom voor, om voor eefie bepaalde lineaire be- 
dekking der zonsmiddellijn , d. i. voor eene gegevene verhouding 
daarvaii tot dé gelieèiè zonsmiddellijn, alsmede voor verschillende 
bedekkingen der middeÜijhéh gedurende het geheele verloop eener 
zon-edipé te berekenen, iii het 

ÉteÊSTB ËóoFDSTuk, dé verhouding van het bedekte gedeelte tot 
dé géheelè zichtbare oppervlakte der zon, beschouwd als deelen van 
het holle hémélgéwéif^i 

Tweede Hoofdstuk, de verhouding vaii kei liedekte gedeelte tot 
de oppervlakte zelve det idn, voor Zooveel die voor den waarnemer 
zichtbaar is. 

• Derde Hoofdstuk , de Verhoüdii^ fhn het door den maanskegel van 
het lichaam der zon afgesnedóÉi gedeelte tot den inhoud der geheele zon. 
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ViEftDE Hoofdstuk, de nauwkeurige berekening van den afistand der 
middelpunten yoor het geval, dat de randen van zon en maan van 
den cirkelvorm afgeweken z^'n. 



EERSTE HOOFDSTUK. 

VERHOUDING VAN HBT BEDEKTE GEDEELTE TOT DE GEHEBLE ZICHTBARE 

OPPERVLAKTE DER ZON, BESCHOUWD ALS DBELBN VAN HET 

HOLLE HEMELGEWELF. 

Zij fig. 1, S het middelpunt der zon, M dat der maan, welke op 
den boogvormigen afstand SM van elkander gelegen zijn, zoodat de 
respectieve schijven elkander in de punten A en B snijden. Het 
door de maan bedekte gedeelte AO'BO" der zonneschijf laat zich 
in twee segmenten AO'BO A en AO^'BOA verdeelen, waarvan het 
eerste gelijk is aan het verschil in oppervlakte van den bolvormigen 
sector der zon SAO'B, en den bolvormigen driehoek SAB; en het 
tweede aan het verschil tusschen den bolvormigen sector MAO"B 
der maan en den bolvormigen driehoek MAB. 

Beteekent men sector en driehoek der zon met S en J), en die 
der maan met ^ en 2/, en het bedekte gedeelte der zon door O, 
dan is blijkbaar 

= (^-D) + (^-i>') = (^+^M2)+Z>'); (1) 

en, de geheele zichtbare oppervlakte der zon door €/ voorstellende, 
heeft men voor de gevraagde verhouding 

a — ff (^^ 

Om de oppervlakten der genoemde sectoren en driehoeken in de 
gegevens, die uit het vraagstuk kunnen ontleend worden , uit te druk- 
ken, stellen wij de halve middellijnen der zon en der maan voor 
door de letters r en p; den ouderlingen afstand van hare middel- 
punten door a; en de hoeken A SB. en AMB aan die middelpunten, 
door 2 c/) en 2(J>'; dan hebben wij volgens bekende formulen uit de 
bolvormige driehoeksmeting 

^ . Oosp-^Oosr.Oosa 

^*^= Si.r.Sina ' ' ' " ^'^ 

Cos'0 = ^"-^'L'^'' 
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Daar echter de geheele middell^'nen yan zon en maan hoogstens 
1000'', en de afstand harer middelpunten, tijdens eene zon-eclips, 
hoc^tens 2000'' kannen bedragen, zoo kunnen wig, zonder te yeel 
yan de waarheid af te wigken, de derde machten dezer grootheden' 
yerwaarloozen» en eenyoudig schrijjyen 

««'^=-'k^ (»') 

de bekende formulen yoor een ylakken driehoek; 

Deze formulen, tot het gebruik met logarithmen geschikt gemaakt 
zijnde, geyen 

Co,{<p==±vt^. (5) 

Cb«|4>' = ±l/?^^^\ . (6) 

p,a 

waarin « = ^(a + r + p). 

De ylakken der schijyen yan zon en maan dan ak plat beschou- 
wende, yerkrijgt men yoor 

D = i ABxSO = r.SinCp.r.CosCp = |r* Sin%(p, 
dus iSf-.2> = ir».24>-ir>.^24) = |r»(2(J)-iSilji24)). 

Op dezelfde wigze yindt men 

^-i)' = ip*(34)'-«»24/), 

dus Oz=|r*(24)-/8iMf24)) + ipM24>'-^^4)') (7) 

Is r = p, dan wordt = 0', en 

Oz=^f^{H-^n%(p) (8) 

Nu is de opperrlakte der zonneschijjf 

derhal?e heefb men yoor de geyraagde yerhouding 

O _ ir^(24)-iSg»2j>) + |p»(2(^'-iSf»2(j)^) _ 



_ 2(j)-i«»2j> p^ 20'- 
~ 2t ■*" r> 2jt 

en yoor r = p yerandert deze in 



(9) 



14a 
<r- Ir ••"• ^'^ 

Daar, zooals wij reeds gezegd helibeii, de half e midddU^neii fan 
ason en maan gedurende eene zon-eclips «eer weinig i^eiBBderen, ea 
het verloop daarvan afhangt van de ttfstaaden der ndddripunten, zoo 
ne^en w^* voor de halve middel^jnen r en p standvastige waarden 
aan, en zoeken die verhoudingen der bedekkingen voor afstanden der 
middelpunten, die 25" cm^^'^lltö» ^firschillen. 
Wij steUen 

de halve mi^delliin ^ep zon r = 1000", 
de halve p[iiddell^n der m^n p = 900, 
en de afstanden van a = 1900" tot a = O"; 
en voor eene tweede en vqqfbereidende berekening voor een volgend 
doel 

r = 1000", p = 1000", a = 2000" tot O". 

"ï ••• • 

Als een voc^beeld der beweiidng voor r aa: 1000" en p = 900", 
geven wig de berekening van de gevraagde verhouding voor a = 1700", 
1800"^ 9pQ" eji 500". 

De berekeningen geschieden blijkbaar volgens de formules (5), 
(6) en (9). 



I» 



a= 


1700' 


1300' 


900' 


600' 


r = 1000 

fz=z 900 


s = 1800 
«-p= 900 


= 1600 
= 700 


= 1400 
= 500 


= 1200 
= 300 


Colog r = 

Cologtt=^ 

lMgs= 

Log{s-t)=. 


7.0000000 
6,7695511 
5.2552725 
2.9542425 


7.0000000 
6,8860566 
3.2041200 
2.8450980 


7.000Ö00Ö 
7.0457576 
3.1461280 
2.6989700 


7.00ÖÖÖÖ0 
7.8010800 
3.0791812 
2.4771213 


2) 
LogCos{<lis=i 


9.9790661 


9.9352746 


9.8908665 


9.8673325 


9.9Ü85330 
12»31'44'0 
26» 3'28'0 


9.9676373 
21"'60'43'7 
43»41'27'4 


0.9464277 
28» 7'31'8 
56''16' 3'6 


9.9286662 
31'60'63'O 
63*53'46'0 




« = 1800 
s-rz=z 800 


= 1600 
= 600 


= 1400 
= 400 


^1200 
= 200 


Colog f =. 

Colog a =1 

Logs=i 

Log{s-r)^ 


7.0457575 
6.769551 1 
3.2552726 
2.9030900 


7.0457575 
6.8860666 
3.2041200 
2.77Ö1613 


7.0467675 
7.0457675 
3.1461280 
2£02(m0 


7.0467575 
7.3010300 
3.0791812 
2.3010300 


2) 
LogCos^<p'= 


9.97307UI 9.91408541 .9.8307030^ 


9.7209987 


9.9868355 
14''2'10'6 

28»4'2r2 


9.9670427 
25'3'67'0 
60»7'64'0 


9.9198515 
33'44'56'3 
07»29'62'0 


9.8634993 
43' 5'19^4 
«6«10'38'8 


2(P = 

2 4> in Boog s= 

Sin20= 


60''6'66'0 
0.8746815 
0.7673395 


87*'22'64'8 
1.6251017 
0,9989660 


112»30'7'2 
1.9636303 
0.9238663 


ia7«47'32'0 
2.2303950 
0.7902382 


2(P—Sin2<p = 


0.10734201 


0.5261457 


1.0396640 1.4401568 


2<i' = 

2<l/ ia Boog — 

S»n2<^ = 


56'8'42'4 
0.9799177 
0.8304612 


100'15'48'0 
1.7499263 
0,9839990 


134«59'45'2 
2,3561228 
0.7071676 


172'21'17'e 
3.0081603 
0.1330367 


24)'-S»«24>' = 

Logz=i 

2Logf — 


0.1494665J 
9.1745439 
5.9084850 


0.7669263 
9.8841870 
5.9084850 


1.6489662 
0.2172116 
5.9084850 


2.8751236 
0.4686566 
5.9084860 


P*(2<t^-Sin2<p'= 
r*{2<p-Sm20)= 


5.0830289 
121067.0 
107342.0 


5,7926720 
620400,8 
526145.7 


6.12S6965 
133666,2 
103966.4 


6.3671416 
2328850.0 
1440157.0 


Som=: 

Logsomz=. 

Log2vr>ss 


228409.9 
6.3587160 
6.7981799 


1146546.0 
6.0593914 
6.7981 799i 


237532.6 
6,3757232 
6,7981709 


3769007.0 
6.5762269 
6.7981T99 


Logverhouding=s. 
VerhoiKiing=s. 


8.6606361 
0.03636 


§.2612116 
0.182478 . 


9.S776483 
0.376045 


9.T7804M 
0.699656 
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Op deze wijze hebben wij de waarden van (p en 0* voor elke 26' 
van den afstand, en de verhoudingen der bedekte oppervlakten voor 
elke 100' van den afstand a der middelpunten berekend, en de ove- 
rige tusschen de laatste liggende waarden van 25 tot 25' geinterpo- 
leerd. Al de aldus verkregene waarden van 0, die eigenlijk de 
afstanden van de doorsnijdingspunten der beide schijven van het 
punt O' af aangeven, zijn in tabel A vereenigd, en die zelfde waar- 
den voor r = 1000' en p =i 1000' in tabel B; terwijl de verhou- 
ding der bedekte gedeelten tot de geheele oppervlakte voor elk der 
waarden van a van tabel A en B in de tabellen O en D gevonden 
worden. 

Wat aangaat de tweede berekening, hebben wij het namelijk, — om 
tot een meer algemeen overzicht over de verhoudingen der oppervlak- 
ten voor beide beschouwingswijzen, in verband met de verhouding 
der bedekte middellijnen, te geraken — , van belang geoordeeld, de 
voorgaande berekeningen ook toe te passen en die door te voeren 
op een voorbeeld, waarin wij r = p = 1000' hebben genomen. 

Deze laatste berekeningen, in de onderstelling van gelijke halve 
middelHjnen van zon en maan, worden door r = p veel eenvoudiger, 
en kunnen dan geschieden volgens de formulen 5,8, 9 * ; zij be- 
hoefden hiet niet uitgewerkt te worden. De onderscheidene standen 
van de bedekking der zon , volgens de uitkomsten der tabellen C en 
D, vinden wij terug in fig. 7, welke figuur, als tot een later hoofd- 
stuk behoorende, op hare plaats zal worden verklaard. 



TWEEDE HOOFDSTUK. 

VERHOUDING VAN H£T BEDEKTE GEDEELTE TOT DE GEHEELE OPPER- 
VLAKTE DER ZON, VOOR ZOOVEEL DIE VOOR DEN 
WAARNEMER ZICHTBAAR 18. 

Wanneer wij in het vorige hoofdstuk den vlakken inhoud van het 
door de maan bedekte gedeelte der zon berekend hebben, door die 
oppervlakten te beschouwen als deelen uit te maken van het holle 
hemelgewelf, dan hebben wij ons voorgesteld twee kegelvlakken, wier 
beider toppunten in het oog van den waarnemer liggen, en waarvan 
het eene het lichaam der zon, het andere dat der maan omhult. 
Denkt men zich die kegelvlakken tot aan het holle hemelgewelf ver- 
lengd, dan snijden z^ de laatste vlakte in twee cirkels die, elkander 
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wederom snijdende, het beschouwde bedekte gedeelte der zon deden 
ontstaan. 

Immers, zij in fig. 2, A de plaats yan den waarnemer, S en M 
de middelpunten yan zon en maan, en E F een gedeelte yan het 
holle hemelgewelf. De omhullende kegelvlakte der zon wordt door 
het hemelgewelf gesneden volgens den cirkel K'A'O'B'K', en die 
der maan volgens den cirkel O'A'L'B'O', terwijl beide cirkels 
elkander tijdens eene zon-eclips zullen snijden, en het bedekte ge- 
deelte der zon A'O'B'O' doen ontstaan (vergelijk fig. 1). 

Eerde manier. Overbrenging der prqjecUe van een bolvormig 
vlak op fien ander bolvormig vlak. 

Verlangt men den inhoud van het door de maan op de bolvormige 
oppervlakte der zon bedekte gedeelte te kennen, dan moet de reeds 
vroeger berekende inhoud op de oppervlakte der zon worden overge^ 
bracht, of de inhoud eener figuur, die op eene bolvormige oppervlakte 
gelegen is, op eene andere bolvormige oppervlakte geprojecteerd wor- 
den, die niet met de eerste concentrisch is. 

Aangezien wij de vlakken van zon en maan als plat hebben mo- 
gen aannemen, zoo zal in die onderstelling onze vraag neerkomen 
op het omgekeerde van het projecteren van eenige bolvormige vlakte 
op een plat vlak; d. i. het omgekeerde van wat men zich voorstelt 
met het maken van kaarten. Kon men voor elk elementair deeltje 
van de eene oppervlakte, — in de onderstelling tevens, dat zich de 
over te brengen oppervlakte op eene eenvoudige wijze in elementen liet 
verdeden — , de verhouding van z^n inhoud tot dien op de andere 
bepalen; en waren de daaruit voortvloeiende differentiaalformulen met 
weinig moeite op eene eindige wijze te integreeren; dan zou deze 
handelwijze een uitstekend middel aan de hand geven om , uitgaande 
van den reeds gevonden inhoud van het bedekte gedeelte der zon. 
aan het hemelgewelf , tot dien op de oppervlakte zelve der zon te ge- 
raken. Daar evenwel de verhouding der genoemde oppervlakken 
voor elk element veranderlijk is, en de daarvan te zoeken formulen te 
ingewikkeld zouden worden, — vooral, daar in ons geval die overbren- 
ging zelfs niet eens orthographisch kan geschieden — , zoo zullen wij 
deze wijze van oplossing niet verder ontwikkelen. 

Tweede manier. Onderzoek naar de vergel^king der doormijding^* 
kromme van de kegelvlakte der maan en de oppervlakte der zon. 

Tot het oplossen der gestelde vraag kunnen wij nog den volgen- 
den weg inslaan. Uit de vergelijkingen van de omhullende kegel- 
N.A.V.W.D1. IX. 12 
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Flakte der maan en van de bolopperylakte der zon zoeken wijj de 
vergelijking van de doorsnijdingskromme der genoemde oppervlakken, 
en projecteeren die op de drie coördinatenvlakken , waardoor op elk dier 
vlakken eene figuur ontstaat, die besloten is tusschen een cirkelboog 
en de projectie der kromme van doorsnqding. Wij verdeelen verder 
die projection zoo mogelijk in elementaire deeWjes, en brengen hun- 
nen inhoud op de oppervlakte van den bol der zon over. Gelukte 
het ons dan, om uit de daartoe op te stellen differentiaalformulen 
een eindigen integraal te verkrijgen, dan zouden wij eene gemakke- 
Igke manier voor de berekening daarvan gevonden hebben; in het 
tegengestelde geval zullen de integration of door oneindige reeksen, 
of volstrekt niet kunnen verrigt worden. 

Zij dan fig. 3', A wederom de plaats van den waarnemer, M' het 
middelpunt der maan, 8 dat der zon. Daar het niets aan de alge- 
meenheid van de oplossing zal te kort doen, en dewijl wij daardoor 
eenvoudiger uitdrukkingen zullen verkrijgen, plaatsen wij de as A O 
van den geziditskegel der maan in de as der T, en diens top A op 
eenen afstand jj van den oorsprong O der coördinaten. Het midd^* 
punt der zon plaatsen wij op de as derX, en nemen, om eene over- 
eenkomstige figuur met fig. 2 te verkrijgen, de linksche as OX voor 
de positieve as der X aan. Wij stellen verder, in overeenstemming 
met de vroeger gebruikte notatiën, den hoek, onder welken de halve 
middellijn der zon gezien wordt =:r, dien der maan =:p, en den 
boogvonnigen afstand van hare middelpunten =a. 

Alsdan zijn 

08 de coördinaat van het middelpunt der zon znijTffa, 
AS zn^fiSecaf 

8D, de halve middellijn der zon :=zviSeca.Sinr. 

De vergel^'kingen der oppervlakte van den kegel en van de zon 
zjjn dan blijkbaar 

(y^„)*5>«p=a?»+^S (10) 

(x-iiTffay+^^-\'Z^={yiSeca.Smr)^; (II) 

en de punten der doorsnijdingskromme zullen nu aan beide vergelij- 
kingen moeten voldoen. 

De projection dier kromme op de drie coördinatenvlakken vinden 
wij door Xy y en z uit de formulen (10) en (11) te elimineeren. 
Bij de eliminatie van ar en ^ is het dadelijk in te zien, dat de 
komende projectiën op de YZ en XZ vlakken kromme lijnen van 
den vierden graad zyn, welke dus voor ons doel wel als Qnhandel- 
baar mogen beschouwd worden. 



16.1 

Daarentegen, demfi z ut beicW reirgelijkio^A op dezelfde wijze 
voorkomt, levert bare eliminatie ,. 4vsh de projectie op het X Y-vlak, eene 
kromme van den tweeden gxftaij, hetgeen pok uit de symetrisehe 
doorsnede van kegel en bol doi^ dat ooi^pdinatenvlak te voorzien waa. 

Uit de vergelijkingen (10) en (11) dan z elimineerende, verkrijgt men 

y^ Tg^ p-'3^y%Tg'^p^yi^ Tg^ p-x^ = u* Sec^ a . Sin^ r - x^ + 

+ 2xyiT^a-^^Tg^a-f, 
y^l'\'Tg^pyx.2yiTga'-g.2yiTg^pWi^ff^a'\-Tg^P'-Sec^a.Sin^r)=zO, 
of y^-x.2fiTga.Oo8^ p'^g.2fiSm* p + 

in welkft) laatste ^ Sn -m dn ,Tga C04' p, B sarr2 nSi»^ p» 
en C=iyi^Có8*^.{f^^a-\-^^p-Sec^a,Sin*r); 

eejie gewone p^^bool dus. 

Om yan deze pa^rabool de Ik^n^ ^^r as en de plaats van den 
tp^, ten opi^chte i^an ons aang^i^men coördinatenstelsel, te bepalen, 
stelle men 

yz^n+g'^ en x=zm-{x\ 

of yH(?>?f+-P)y'+^a/+(^.^4.^/;.+J« + C) ^ Q. 

Slellande nu verder 2»4-^=^^> ^ ^ nxcz^\B, 

of «=i-|(-2m-SÏ»*p) = >j;S*ï*P; (13) 

en voo]rts «*+-^«»+-?»+C'== O, 

dan komt er ~ +Am -— + (7=0, 

4 4 



waaruit 






. ^M^Sin'^p-U^Cqa^pJTg^a+Tg^p-Sin^ 

-4i.2fitga,Öos^'P 



a.Sin^r) 



_ >?(^g'p..yy'p.4-ifag»p.(2V»g--^^»<^.,^;fV)-^«>$g»\/^ _ 

»2JrarA«*P "^ 

_ H^^p,(l^iS'ta»p)+i>a?>^p.(yj?*g-&c«a>/»Vr) . _ 

"" 2Tga.Oos^p "~ 

12* 
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__ fjSin^ p + vijTff^ a-Sec^ a.Sin* r) 

of w = — ^^ ^ ^. — ^; ' (18) 

De as der parabool ligt derhalye evenwijdig aan de as derX, en 
op eenen afstand beneden die as :=» =)tiSf»' p; (form.l2) en haar 
toppunt op eenen afstand m (form. 13) links van de T-as. 

De nieuwe vergelijking der parabool is dus 

/* = (2)fr^a.a«*p)./, 
en 2fiTffa,Co8^p haar parameter (I4s) 

De as dezer parabool , zoomede haar parameter, zijn gemakkelijk te 
construeeren. Men trekke namelijk uit O eene loodlijn OG op de ge- 
zichtslijn A CO der maan, en uit het snijjpunt E met deze, eene lijn 
EP evenwijdig aan de as der X; alsdan is OF =znz=yi Sinp .^»p = 
=:>f/SS^«*p (12). Voor de constructie van den halven parameter 
trekke men uit S eene loodlijn SG op de verlengde loodl^'n OE, 
en uit Gr eene evenwijdige lijn GH aan de X-as; GH is dan 
:=OGtOo8p = OSCk)8p.Co8p=yiTga,Co8^p (14). 

Om de plaats van den top der parabool, d. i. m te construeren, 
merken wij op, dat de teller der uitdrukking voor m (form. 13) uit 
drie vierkanten bestaat, namelijk 1®. (jf^»p.Ö?«a)*, 2°. (yiSinay, 
3®. (yiSinry^ en dat het laatste van de som der beide eerste moet 
afgetrokken worden, terwijl de noemer 2yi8ina,Cö8a eene lijn voorstelt. 

De zijden dezer vierkanten en de noemer der genoemde breuk z^'n 
op de volgende wijze uit de figuur af te leiden en te construeren. 
Trek OKJ.AS, dan is OK =z^Sina, en AK = >ja>«a. Maak 
LKAL = p, en trek KLJ.AL, waardoor KL z=iyi Sin p.Gos a 
wordt. Maak voorts LOAM = r, en trek OMJLAM; OM is dan 
=:fiSinr. Trekt men nu eindelijk KNJ_A0; dan zal KN = 
= fiSina.Co8a gelijk de halve noemer zijn. Met deze gevondene 
lijnen is het nu gemakkelijk om m te construeeren. 

In fig. 2^ is namelijk op de beenen van een rechten hoek; 
PQ = KL (fig.2') =MCi?«a.iS^p, en PE = OK (fig. 2')=if;SÏ»a 
genomen en de lijn QE getrokken; voorts is op QB als middeUijn 
een halve curkel beschreven, en ESi=OM (fig. 2') =:^Sinr 
gemaakt, en QS getrokken; dan is blijkbaar deze lijn QS de zijde 
van een vierkant, dat den teller der breuk voorstelt. Neem einde- 
lijk QT=2KN (fig. 2') = 2fiSina.Co8a, en maak in den op QT 



153 

als middellgn beschreven halven cirkel, QÜ=QS, en trek ÜVJ_QT; 
dan zal QV de gevraagde m of de abscis van den top der para- 
bool wezjen (13). 

Maak nu in fig. 2' P0'= QV (fig. 2*) =zm, dan is O' de top 
der parabool, die nu met den halven parameter GH verder door 
punten kan beschreven worden; men zal dan ontwaren, dat zij juist 
door de punten C en O' gaat. 

De projectie van de geheele doorsnijdingskromme op het X Y-vlak 
is nu het gedeelte CO'C' der hiervoren geconstrueerde parabool. 
Daar evenwel in dit vraagstuk alleen de zichtbare oppervlakte van 
het door de maan bedekte gedeelte der zon gevraagd wordt, zoo 
moet de grens der parabool niet verder genomen worden dat tot hare 
zichtbaarheid. Denkt men zich eene omhullende kegelvlakte ADD' 
om de zon, die de laatste volgens eenen kleinen cirkel raakt, wiens 
projectie op het X Y-vlak de rechte lijn DD' is, dan zal die blgk- 
baar het zichtbare van het onzichtbare gedeelte der laatste opper- 
vlakte afscheiden. Deze lijn DD' snijdt de parabool in het punt Z, 
en deelt nu evenzoo de geheele geprojecteerde oppervlakte in een 
zichtbaar deel CDZ, en in een onzichtbaar GDZ, met het eerste 
van welke deelen wij ons slechts hebben bezig te houden. 

Wij moeten nu onderzoeken, of de platte vlakte GDZ van het 
X Y-vlak op de oppervlakte van den bol kan worden overgebracht. 

Nemen wij daartoe ergens in die vlakte een element dx.dy^ dan 
wordt, zooals men weet, het overeenkomstig element van de opper- 
vlakte van den bol uitgedrukt door 

, dx.dy 

ds = ' > 

Cosy 

waarin y de hoek van den normaal van het oppervlak met de Z-as 

beteekent. 

Nu is Cosy =. 



iiz 



/ (^l^W /^F\V /^FV' 



terwijl de vergelijking van den bol (11) geeft, als men de abscis van 
het middelpunt =j9 noemt. 



derhalve 



i =*('-')■ 


z 


l_ \ 




l-0^*+f/«4.. 


Tï-'^B' 
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en 



Hm-ir-^'-'H^ 



■■"hl' 



dy 



sJR'^^{x-'p)^'-y^ 



dtóÉaiVé «4i= a f rfr» r% «^ y _ ^1 '^^^'\ 

Tot hét ttitnroeren dör volgende integratis wordt dus yeieischt, dit 
jr m eèfRB functie yan ad uit^drüki worde. Hiet ds ons niet ^elitkfc 
emie tq^pèrirlakte C'DZ^ begrensd binnen een cirkeiboog, tsene 
p^Aflibo>èl eh etne Töcbte lijn, die niet éoét het sdddelptnü 
YMO. 'dieik inrkeïboog gaat:, zoodanig in dMeirentilal^ te Terdeelen., 
dilt <de )i(enbemde tw«ede integratie mogel^'k worde, eelfs niet^ wan^ 
neer wij ^n qpoiaire <k)drdhiaten g^ebruik müken^ 

Wg «roer ons b^chonweti hel dakrómj 4oo niet foor tomogeHjk^ 
dsn toch tobr hoogst beiewaarl^'k , om d<x)r de gebesigde handelw^ee 
dè 'gen>»agde oj^ervlakte in eenen eindigen Y&tta of door eene cuj- 
eindige reeks uit te drukkeh, en hebben^ dientèngevolgei, ter bereid 
kinig van dit 'doei lèenen landers weg moieten inslaan, éien wq nu 
gaati ttiiteeBEetteni 

berde manier. A. Bepaling van den loop ier doorsnyctingskromme 
door middel van punten. 

Wij beginnen met op te merken, dat dé omhullende kegelvlakte 
der zon , die de zichtbaarheid van hare schyf bepaalt , op hare opper- 
vlakte een kleinen cirkel doet ontstaan, die de eene grens der zons- 
bedekking door de maan uitmaakt. Deze kleine cirkel heeft tot bol- 
vormigen straal den boog ST (fig. 2) of den hoek SAT, onder welken 
de halve middellijn der zon gezien wordt. De andere grens der be- 
dekte oppervlakte is de kromme lijn van doorsn^ding, op de opper- 
vlakte der zon, die, zooals wij gezien hebben, eene spherische Hjn 
is. Snijden wij dit bolvormig tweevlak door een vlak, dat wij als 
X Y-vlak hebben aangenomen, alzoo in twee gelijke en gel^kvormige 
deelen, dan zullen ieder van deze laatste oppervlakken begrensd 
worden door een boog van een grooten en van een kleinen 
cirkel en van eene spherische lijn. 

In fig. 3 stellen wederom S en M de middelpunten van zon en 
maan voor, die elkander tot op èenen afstand SM genaderd zyn; 
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AGo BTA is dan het bedekte gedeelte der zon op eene {Platte vlakte 
gevormd , die nu .op de oppervlakte der zon moet overgebracht worden. 
Uit de vorige berekening, tabel A, hebben w^', voor bepaalde 
halve middellijnen r en p van zon en maan, en voor eenen afstand 
a van hare middelpunten, den hoek MSB = (J) leeren kennen, als 
den hoek of den boog TB, waarin de randen der schijven elkander 
snijden. Dien hoek MSB of hoek (p van tabel A verdeelen wij, in 
een zeker aantal »-deelen MSC, , 0,SC, j, . . .C^.^SB, en trekken 
de stralen SC, , . . . SCj ^ , . . . SC,_, , die den maansrand in even 
zoovele punten C,, Cii,...C„,i snijden. Trekt men verder de 
stralen MCi , MC, ,, . . . MC„_i , dan ontstaan er een aantal van n 
driehoeken MSC, die wij als plat mogen beschouwen. In deze 
driehoeken zijn bekend MS=a, MC=rp, en de aangenomen hoek 
MSC (dien wij zullen blijven noemen), alzoo twee zijden met een 
hoek over ééne dier zijden. Met deze gegevens berekenen wij de 
zijden SC, , SC, ,, . . . SC,_i , door de volgende formulen (MD J_SD) 
M.J)=zaSin<p, SBzzzaCosCp, 

CD = v/{CM«~MD* } = v^{p + MD} {p-MD} ,1 
en SCz=SD-CD. , M ^ 

Ais voorbeeld hebben wij genomen het bedekte gedeelte der 2on, 
dat gevormd wordt, als a = 18 00" genomen wordt, voorts rz=zlOOO'\ 
p m 900", van welk gedeelte later ook de inhoud zal worden be- 
rekend. 

Met deze gegevens hebben wij reeds gevonden (tabel A) 
LBSM of Boo^BTz= (p = nHO'éV'2. 

Voor £.Co SM = $o =0^8 SCo=MS-MCo=1800"-900"= 
= 900", en voor LC^^Bz^cp., =17M0'41"2 is SC of SB=1000". 

Om de waarden van SC voor eenige tusschen C^ en B liggende 
punten te berekenen, hebben wij verder voor de hoeken cj) gekozen 
de volgende waarden 

(p^l\2\ 3^..12«, 12»20',12<^40',...16», löHO', 16"20',... 17^30'; 
17^32', 17^34',... 17 «40' 40". 
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laten Mer de berekening volgen voor 

= 1», 6», 12», 15», no en 17^40'. 



(p= 


1» 


6» 


120 


15» 


17» 


17«40' 


Log Sin (p 

LopSM = a 

Log Cos 


8.2418653 
3.2552726 
9.9999338 


9.0192346 
3.2552725 
9.9976143 

2.2746071 
3.2528868 


9.3178789 
3.2552725 
9.9904044 


9.4129962 
3.2552723 
9.9849438 


9.4659353 
3.2552725 
9.9805963 

2.7212078 
3.2358688 


9.4821283 
3.2562725 
9.9790192 


Mü^zaSinCp 

Süz=:aCos<p 


1.4971278 
3.2552063 


2.6731514 
3.2456769 


2.6682687 
3.2402163 


2.7374003 
3.2342917 


BM + MD 
BM-MD 


931.4143 

868.5857 


1088.1513 
711.8487 


1274.2410 
625.7590 

2.7207868 
3.1052614 


1365.8743 
434.12.^7 


1426.2690 
373.7310 


1446.2618 
353.7382 


Log verschil 
Log som 


2.9388127 
2.9691429 


2.8523878 
3.0366893 

5.8890771 

2.9445385 

880.1128 

1700.1400 

910.0272 


2.6376155 
3.1354107 
5.7730262 


2.6725692 
3.1642016 


2.6486819 
3.1602470 


2) 


5.9079556 


5.8260382 


5.7267608 


6.7089289 


LogCÜ 
CD 

SDi=aCo5(f) 


2.9539778 

899.4519 

1799.7260 


2.9130191 

818.5008 

1760.6660 

942.1652 


2.8865131 

770.0396 

1738.6660 


2.8633804 

730.0968 

1721.3490 


2.8644644 

715.2610 

1715.1090 


SC 


900.2741 


968.6266 


991.2622 


999.8480 



De berekende waarden van SC voor alle de opgenoemde waarden 
van zyn opgenomen in tabel F. 

Tot hiertoe hebben al onze berekeningen betrekking gehad op een 
plat, of op een gebogen vlak, dat deel uitmaakte van het hoUe he- 
melgewelf. Alsnu moeten de punten 0,,Ci,,...C„.j, waarin wij 
den maansrand of den hoek verdeeld hebben, op het bolvormige 
oppervlak van de zon worden geprojecteerd. . 

Die punten zullen op laatstgenoemde oppervlakte volkomen bepaald 
zijn, wanneer wij door dezelve een grooten cirkel hebben getrokken, 
en aan den boog daarvan zijne behoorlijke lengte hebben gegeven. 

Beschouwen wij daartoe de vlakte der zons- en maansschijven van 
-fig. 3, als raakvlak in het punt S aan den bol der zon, en de 
stralen SM, SC, , SC n, ... SB als zoovele projectiën van loodrechte 
vlakken, dan zullen deze loodrechte vlakken blijkbaar de oppervlakte 
der zon volgens groote cirkels SC,, SC( . . . snijden, die allen door 
het raakpunt S gaan, en wier standhoeken gelijk zullen zijn aan de 
bolvormige hoeken C^SC,, C,SC, ^ . . . op den bol, en ook gelijk 
aan de vlakke hoeken der stralen SM, SC^ , . . .SB. De leng- 
ten der stralen SC, SC],. ..SB daarentegen zullen, wanneer zij op 
de oppervlakte van den bol overgebracht zijjn, eene vergrooting on- 
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dergaan, en wel des te meer eene toenemende, hoe verder de punten 
C van het middelpunt S afkomen te li^en, en het is nu de vraag, 
om deze lengten te bepalen; dat wil zeggen, de grootte van den 
boog SC op den bol te vinden, die met een gegeven straal SC op 
het platte vlak overeenkomt. 

In fig. 2 stelt wederom A de plaats van den waarnemer, S en M 
de middelpunten van zon en maan voor. Trekken w^* uit A langs 
den maansrand een gezichtsstraal AB, die den zonsrand in het punt 
B ontmoet, dan zal men voor den hoek SAB = d(, die hier de 
lengte der z^de SC van fig. 8 op het platte vlak vertegenwoordigt, 
den overeenkomstigen boog CB of den hoek CSB = (3 aan het mid- 
delpunt der zon te bepalen hebben. 

Daartoe heeft men in den vlakken driehoek A SB 

^SBA:^SAB = AS:BS, 
8ini»+P): Sinet =:R: RSinr, 

of. /»»(« + P) = ^ (16) 

Ofschoon deze formule niet rechtstreeks de waarde van fi doet 
kennen, leent zjj zich evenwel uitstekend voor de berekening van 
hoek 0, en veel beter dan de hieruit afgeleide formule 

^^^p_ Sin^»+0Dsuy{8in^r-SiH^u) ^ 

Smt 

of benaderd rOo8p:=zct^+ (^"t) ^(''*"-**) (!'') 

De waarden van |3 z^*n in tabel E vereenigd. Zij zijn alle bere- 
kend volgens formule (16) voor de in deze tabel aangenomene waar- 
den van «. Om uit deze uitkomsten te berekenen of te interpoleeren 
de waarden van |3 voor alle andere waarden van » van seconde tot 
seconde, hetgeen voor het vervolg noodig is, hebben wij daartoe, 
en ook om de nauwkeurigheid der berekening zelve te toetsen, voor 
de bepaling van de waarde van » eene oordeelkundige keuze moe- 
ten doen. Daar w\j namelijk uit de figuur ontwaren, dat de waar- 
den van (3 in het eerst weinig, later meer en meer, en eindelijk bui- 
tengewoon snel toenemen, zoo moeten de waarden van » dichter en 
dichter bij elkander genomen worden, hoe nader a bij hare grens 
1000'' komt; terwijl men tegelijkertijd zorg moet dragen, dat de in- 
terpolatiën de vierde orde niet te boven gaan, en om altijd op de helft 
of op een derde te interpoleeren. Dienovereenkomstig hebben w^' 
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TOór X aöhte^een volgens genomen, van vier tot vier seconden, van 
et tiit O tot a ±1 950"; vaü tWee töt twee seöóndèn, vfin a=: 950' 
tot^rr98^^ Van '0"8 tot 0"8 seconden, van a = 980" töt « = 990", 
m vafi ft"4 tot Ö"4, vun « — 990" tot « = lOOÖ.'" 

Enkele voorbeelden dezer berekening laten wij volgen voor «=120", 
==: ®00^ i=t 9ÖÓ", = 990" en = 998". 



L<>ff^mèt,i=± 
Log Sin r = 

Log Sin {et -{-p) = 

« + ^ = 

(«+(3)-« = ^ = 



120" 



6.76475Ö0.7 
7.6855731.7 



9.0791829.0 
6053'31" 
6«51'3r' 



600" 



7.4637'255.2 
7.685573L7 



9.77'81523.5 
36052'12" 
'^60*21" 



900" 



7.6398160.2 
7.6855781.7 



9.9542428.5 
64''9'29" 
63^54' 29' 



990" 



7.6812083.7 
7.6856731.7 



9.9956352.0 

81053'23" 
81ö36'55" 



998" 



7.6847O37.0 
7.6855731.7 



9;9991305.3 
86022'32" 
86ö5'54" 



Uit deze waarden van (3, die van a = O tot a = 950", van 4' tot 
4" der waarden van « berekend z^'n, kan men nu, met behulp der 
eerste en tweede verschillen eerst op de helft , en daarna weder op de 
helA intötpoleeteh , en aldus deze tafel uitbreiden voor waarden van 
de, iran ^èööödè tot sëöónde én töt onderdeelen v&n seconden. 

Met behulp vatt de tabel E valt het ons nu gemakkelijk om de 
waarden van SC, die wij voor de verschillende waarden van c|> ge- 
vonden hebben , en die in tabel F vereenigd zijn , in waarden van |3 
over te brengen. Voor genoemde waarden van j3 met hare verschil- 
led kijn de laatste kolommen van tabel F bestemd geworden. 

R Onderzoeft of de opj^ervlakte tan 'ket af gemeden gededte der 
zon deer integratie te verkregen is, 

Nu Wig 'de verschillende punten C van fig. 3 op de oppervlakte 
vap den bol hebben overgebracht, zullen wij, eer wij verder gaan, 
eerst óttdeifööeketi, öf wij niet eene bruikbare integratie-formule kun- 
üen v€!fkfijgön, döör Welke de begeerde inhoud onmiddellijk kan 
word<en berekend. 

E^ daartoe, in fig. 4, de gestippelde binnencirkel TBQAÏ de 
kleite öirkfel van den bol, die ons als uiterste grens van de zön 
toesehlj)^, &a de builenste FF' haar buitenrand, zooals zij op eenen 
OYièitidig^li aJR^tssnd zou ge^sien worden; en laat de boog BCqA we- 
derom de döorsftede van den maanstegel met de oppervlakte der 
2öon voorsteden. Brengen wij door S en B een boog van een grooten 
(Miei), 'dan aal dè oppervlakte TC o B , die wij berekenen moeten, gelqk zijn 
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en, daar de oppervlakte Tan het bolyormig segment TSB dadel^'k 
uit de gegevens kan berekend worden, zal alles nederkomen op het 
berekenen Van 'dè oppervlakte t3oSÊ. 

Te dien einde verdeelen w^ O^SB in polaire differentialen 
G^>S.C(f,+jg,, onder een oneindig kleinen hoek <?$, en wier boog- 
lengten = C^ S = |3 zijn. Mke differentiaal , beschouwd als een 
gedeelte van een bolvormig segment, heeft tot inhoud 

dó 
d.O^i^'Ry'RSinverafiX ^> 

of wanneer de straal van deti bol = i gesteld wordt, 
O =JSinv^d(p =f(i--a)8p)d<p. 
Om nu j3 in uit te drukken ittei^ken wij op, dat volgens for- 
mule (17*), blz. 157, 

ra>«p=^*H(i-y) Vï^*^^^^, (17-) 

en volgens formule (15), blz. 155, en fig. 3 

SC = Tffu = aCoa^" yj p* -a^ Sin* 0, 

of ii=iaOo80- \/ p* -a^ Sin* (15') 

Uit formule (15') volgt 



a* = a* Co8* ^--^aOM^. yj p^ -a* Sin* + p* -a* Sin* = 
= p^ ^ a* Co820-2iiOo80 . '^.p*''a^Sin* 0, 
Déze waarde van a* overgebracht in de uitdrukking (17') voor 
rCo8p, geeft 

rCo8P=.p*'\-a*Go820'-2aCo80.yjp*''a*Sin*0..{itG\z=iM) 

^^l^:^{pt ^a* Co8^20''2aOo80.\l p*-a*'8ln*0)}x 
XV {r* - p* ' a* Co820 + 2aCo80. yj p* - a* Sin^ 0} i (steliciV) 
en dus O =.f(l^(h8fi)d0=n: 

z=:0^^f{M + N)d0 (18) 

Het eerste gedeelte M dezer formule iaat zidh granakkelgk in de 
volgende differentiaal-formulen scheiden. 
fMd0znp'-f^4., 

-^a*fÖo820d0, 

- ii'afVo80, S/ ^*-a*SiH*0 . d0. 
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Het tweede gedeelte N is gelijk de beide v,olgende 



-ƒ J {p^a^Cos'itCp -2aCb80. ^ p^ -a^ Sin' (p) X 
XV\r^'-p^-a'Cös^0 + 2aCo8(p.yJp^'-a*Sin'^(p\d0. 
Stellen wij, in plaats van den wortelvorm 

Vl-;, = l-.|-^-fg-..., (19-) 

dan komt er 



, ft a^Cos20-2aCö8$,^p^''a*Sin^(p 

{a^Co820-2aCo80.^P^-a"'8in^0)^ 
8(r«-p«)« 



{a* 00820-2 a Co8 (p . \l p'^-a^ Sin^ (py \ 
16 (/---p*)» / 

-f{(p^+a^Co820^2aCo80.y/'i^''a^Sin^0)X 

I -- — --{ a'Co82(p--2aCo8(p. \J p' - a^ Sin'^ ^ 
^^"^ '^ r 2(r»^p») 

i a^O082(p''2aC08(p,\JJ^-a' Sin^0)^ 
8(r»-p*)^ 

{a^Co8 20—2aCo8 0. yj p^ -a^ Sin'-0y 



d(p- 



\d<p. 



16(/-*-p»)» 

Het oplossen dezer integraalformule zou neerkomen op het bere- 
kenen van 33 nog al vrij samengestelde termen, onder verwaarloo- 
zing van de vierde en hoogere machten der reeks, waarin Vl— /? 
(19") ontwikkeld is. 

Heeft men de waarde van rJCo8^d(p gevonden, dan moet die 
nog door r gedeeld en dat quotient van (J) worden afgetrokken , om 
den inhoud te verkrijgen van het driehoekig stuk SCqB (fig. 4). 

W^ willen hu gaan onderzoeken, of deze integraalformule toege- 
past kan worden, !• in het algemeen, of 2® in het bijzonder voor 
ons geval. 

Voor eene algemeene toepasselijkheid moeten in de eerste plaats 
de coëfficiënten der onderscheidene termen kleiner en kleiner worden, 
hoe meer termen men van Vl— ;p(19'*) neemt. Wij zien dade- 
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lijk, dat bijna al de termen zijn aangedaan door een coëfficiënt Tan 

den vorm th rrr^ en het zal dus hoofdzakelijk van de waarde 

(r*-p*)' 

van (r-— p') afhangen, of de reeks al dan niet convergeert. En al 
dadelijk zien wij in, dat daar r en p bijna aan elkander gelijk 
kunnen zyn, (/•* — ?-)' eene zeer kleine grootheid worden kan, en 

dus de breuk t-t rr- in diezelfde en boven mate zal vergroot 

(r»-p*)' 

worden. 

Stellen wij b. v. r := 1000" en p = 999" of r = 0.0048481368 
p = 0.0048482886 voor den straal =1, 

dan is (r* - p»)« = 0.0000.0004.6992, 

(r»-p*)* = 0.0002.1677.0850, 

(r*-p*)i=:0. 0«M019, 

(r«-p-)* = 0. 0".4787, 
enz. 

Daar nu de tellers der breuken, a en p standvastig blijvende, bij 
elke benadering hoogstens een tweede macht hooger klimmen, zoo 
zal deze integraalformule in het algemeen des te minder converge- 
ren en zelfs divergeren, naarmate meer benaderingen aangewend 
worden. 

Of nu de int^raalformule ook in ons geval, namelijk voor 
r = 1000", p = 900" en a = 1800", nog bruikbaar is, willen wq 
alleen wijzen op het toenemen van coëfficiënten der termen, die van 

de termen "^ en ^ en van de hoogere machten van Vl— ^ afhan- 

gen, die wij niet noodig gevonden hebben verder te ontwikkelen. 

Er doet zich tot eene algemeene toepassing dezer integraalformule, 
of beter gezegd tot het vinden van den inhoud van driehoek SO^B, 
bovendien nog eene andere zwarigheid op. In fig. 3 is namelijk 
de stand der schijven van zon en maan z66 voorgesteld, dat de 
^oog OqB door alle bogen SC slechts in één punt gesneden 
wordt; in die gevallen, maar ook in die alleen, mag men stellen 

TCoB = TSB-C4SB (18) 

Dit heeft echter niet altqd plaats, want, wanneer de middelpun- 
ten van zon en maan zich meer en meer naderen tot dat de maans- 
rand bijna op het middelpunt der zon valt, dan komen daaronder 
standen voor, waarin enkele bogen Co O den boog O^^B in twee 
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punten suifien aB^dfiii;^ ea> dim, ax)tt het. hoogst moei^yilk z^q, d»n, 
in)ioud v^ SCqB.^ op vat manjer ook, tje bepalen. 

Om alle welke redenen wij het vinden van dea inhpud SC^B 
doop middel' «enar infte§«raalfbrmule hebben mgeteo. of gevent. 

O» Voorhereidetf^e berekenmgi tot het vinden van den 
inhoud der bedekte ojppervlakte. 

Nu geene der aangewende methoden van ix^tograti^ ons hebbén ge- 
leid tot het vinden van den bewasten inhoud, bleef ons niets anfiter» 
orer dan d^ bepaling van dien inhoud door verdéeëng» der opper- 
vlakte in driehoelqes. Tevens moesten wi^ eeae method» acmwenden 
die voor alle gevaU^^ ^ in, hejti vraagstuk kunnen voorkomen^ a^^f 
wendbaar was. 

Deze methode bestond daarin, dat wij eene oppervlakte bereken- 
den, die niet zooals de driehoek C^ SC somtijds onmogelijk te be- 
rekenen was, maar een driehoek, die bij alle afstanden der middel- 
punten berekend konde worden; en deze is de driehoek TCoB, 
d02elf4er ddi^hoek» wieas, inhpud wij kenn^iL mpe^Q^, 

Tot M eiode hebbe4. wij den l)ppg ST (% *) *ot W h P vei^ 
lejlgd, en dof» P w B een bpog PB rm ©^n, grwten oirkd 

TQ^B=PCoB-PTB = PCoB-(PSB-.TSBl . . . (19) 

"Dm^l nUj de h<^ek G^PB blijkbaar e/^e fmictie van tivi^ dei; 
d«»ieit1|$n <^m ^ "fm im di^ej^pek §,Co^ W^t ^]^f, ^1^ w;\j. 4^ 
laatste opperylakte te bezwarend gevonden hebben om te integreeren, 
zoo kan er des te minder sprake zijn van eene integrate der opper- 
vlató% ?<t^i!,v m «#iïfi* ^ <iW8 tf» l^tste. ^^s wdw.. Q^«r 4w« 
d^Q i^ ^fi^ Si^^, döeho^lges, t^ veyieekft,. ep, van ie^ dezer, dlie- 
h^pkj^: 4«ft iahoïd ^ sjpeke»., Da^i? l?reng|^ wij dof^ alli^ pun^ 
t»» Git.C,, ... .Cl. en, de pppl P^ bog^ft xan g^oota ciiikete:, ^© 
d^fur^ppr 4^. i^p^rvl^Wi^ PCeB w evj^ zoo vel^ ^hadge». yej^de^" 
1^^ ip^ t^^ zyden bogei^ v;^ g;Footie cirkels, en 4^ d^e z^^ 
deelft^ vjtm«j(^ "^^ de Ipromine C^B, v^ doors9|^dif)g. 

Om de elementen van deze driehoeken^ waardoor hunne inhouden 
bepaald kunnen worden, te vinden, moeten wij eerst bekend hebben 
dei ipjaekeui P en. de zigdo», PC yö» elJftD» ^riphodf dPOi, *QZ.; 
deze. gKootheden iffosdjOB op de volgende w^ gevjood^nu 

lo dk dfiE diiehoQken 8PQ «ijn goge^o^ SP=ss9Q<>, SiG:m.0> 
uii tabel 7^ en de ingesloten hoek PSCs5 4^ de waarde van ff is 
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daarbij eene fdnctie van SC in $ (tabel F). Door deze gegevens 
worden de onbekende grootheden P en PC door een der beide vol- 
gende stellen formulen berekend. 

Laat men uit eenig pant C, fig. 4, een loodrechten bpo^ CD op 
de basis SP neer, die deze in het punt D in twee stukke^. SD :=;y 
en PD =5 90°— y snijdt, dan heeft men 

T^SDzzrT^SC.CbaS, 
en ÖwSD j OosVJ> = Cb*S C: OwPC, 



of wel T^y = T^fi kOos (p , 



Siny:l^n(90''r'y) = Cot(p; CotV of OotT ::^Ooty.Cot<p, 
Ö?«y:(7o«(90*'-y)= Co«p:Co«PC of Oo8VC=iTffy.Oo8p. 



Br^gt men de waarde van Tgy := Tff^.Ooê^ in de beide laat- 
sten over, dan komt er 

Ö)^P=: —^ en Cö8VGz=:8infi.ebê0; . . . (SO*), 
of wel, met behulp der UTeperiaanBche $i3Alogiên» 



>p./CIP^_ Q»i (8^-80) 



(21). 



of in plaats van deze laatste 

amy 

Deze laatste fomralen ondergaan, door SP^ 90° daarin over te 
brengen, de volgende Tereenroudigingen 

T^i(C + P)=2^i(90» + ^.Ö.<i^. I 

De berekeningen Volgens het eerste stel formulen (20') loopen 
spoediger af; zij volgen hier voor eenige waarden van 0. 
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4> = 



P = 
Log Cot ^ 
Log Sin (p 

Log Cot V 
P = 

LogSin^ 
LqgOo80 

CoêVC 
PC = 



63056'42' 
9.6892390 
8.2418553 



1.4473837 
2»2'39'9 



9.9534565 
9,9999338 



9.9533903 
26ö4'22''4 



65n5'25' 
9.6635684 
9.0192346 



0.6443338 
12H6'49'0 



9.9581786 
9.9976148 



9.9557929 
25°24'66'1 



12« 



7009'24' 
9.5573588 
9.3178789 



0.2394799 
29»56'5r0 



9.9734162 
9.9904044 



9.9638206 
28»3'49'4 



15« 



75»20'27' 
9.4176104 
9.4129962 



0.0046142 
44»41'44'3 



9.9856278 
9.9849438 



9.9705716 
20»5ri8'8 



17 • 



82«8'26' 
9.1400052 
9.4659353 



9.6740699 
64H3'34'3 



9.9959011 
9.9805963 



9.9764974 
18»40'48'8 



17 «41 



88«43'1 
8.34915 
9.482I2I 



8.86703] 

85«47'2Ö' 

9.999^ 
9.979ÖI93 



9.978^' 
17*'42r/ 



De overige waarden van P en PC worden in tabel G geyonden. 

De gevondene waarden voor den hoek P en de zijde PC« van 
lederen bolvormigen driehoek PC«.iP. kannen, dewijjl in ieder 
van deze twee zijden PC,.i en PC, en de ingesloten hoek P.— P,«, 
bekend zijn, gebruikt worden om den inhoud van ieder dezer drie- 
hoeken, door middel van hunne spherische excessen, te berekenen. 

Het is namelijk uit de bolvormige driehoeksmetmg bekend, dat 
de inhoud van iederen bolvormigen driehoek tot dien van het sphe- 
risch octant dezelfde verhouding heeft als zijn spherisch exces tot 
een rechten hoek. Stelt / den inhoud van een bolvormigen drie- 
hoek, A dien van het spherisch octant, en e het spherisch exces voor, 
dan is 



90 
/:A = €:90S of / = — XA 



(22) 



of, wel, wanneer J, J5, C de hoeken van den driehoek beteekenen 



90» 



■XA 



(22) 



Het spherisch exces s, dat onmiddellijk van de grootte der hoeken 
eens bolvormigen driehoeks afhangt, zal dus gevonden worden, wan- 
neer men 180® van de som dier hoeken aftrekt. Zijn de gegevens 
van een driehoek andere dan de drie hoeken, in ons geval twee 
zijden en de ingesloten hoek, dan vindt men s door de formule 
Cot{a.Got\b + Co8C 
SinC 



Oot-^e: 



welke, door te stellen 



Cona.OoHi_ 



tot dezen, beter voor de berekening geschikten, vorm wordt omgezet 
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!r2 
ene 

»■ 



^^|ir = 2irCCb»*f* (24) 

Hoewel deze formule eenyoudig genoeg voor de bewerking is, ge- 
ven w\j toch aan de eerste de voorkeur, namelijk, aan het berekenen 
der beide overige hoeken van den driehoek. Daartoe hebben wij 
niets anders noodig dan de som der beide overige hoeken, en kan- 
nen wij volstaan met de berekening van de eerste formule der Ne- 
periaansche analogiën 

Wanneer wij de waarden van SC uit tafel F, voor waarden van $ 
van 10 tot 10' wilden interpoleeren, en voor deze in tabel E de over- 
eenkomstige waarden van |3 zoeken, en verder, voor al die waarden 
van (|), P en PC uit tabel G interpoleren, dan zouden wij de geheele 
bedekte oppervlakte der zon in 112 bolvormige driehoeken verdeelen. 

Het komt ons echter voor, dat de nauwkeurigheid ver genoeg 
voortgezet zal z^'n, zoo wij ons voor de berekening van den inhoud 
bepalen tot de waarden van </), in tabel F aangenomen, in welk 
geval er nog 89 bolvormige driehoeken te berekenen zijn; welker 
inhouden dan wellicht met minder moeite tot eiken gewenschten 
graad van nauwkeurigheid kunnen geinterpoleerd worden. 

Deze laatste verdeeling in 39 driehoeken behoudende, zoeken wij 
eerst de elementen derzelve uit tabel G, welke w\j in tabel H mede 
deelen, om dan daarmede met behulp der formule (2*5), de halve 
som der onbekende hoeken te berekenen. Tabel H bevat nog in hare 
laatste kolommen de sinus-versussen zoowel der enkele zijden als die 
van hunne gemiddelde waarden , welke w\j later noodig zullen hebben. 

Ziehier de berekening van het spherisch exces e. 



ï. Diielioek N*. 


1 


7 


13 


22 


31 


39 


j.(PC.-PC.)= 
.(PC.+PC.)= 


0«0'38'4 

26 4 55 7 

1 1 20 


0» 7'41'4 

25 17 15 8 

l 11 143 


0» 6' 1*8 

22 57 47 7 

88 87 2 


Qo 9'22'6 

20 41 66 5 

1 10 2 


0» 6'38'2 

18 34 10 2 

1 30 20 1 


0» 0'59'7 

17 41 44 7 

l 38 .53 5 


tlog Cos i vertchil 

LoffSeeitm 

LogOoti¥ = 


0.0000000 
0.0466432 
1.7485812 


9.9999989 
0.0437499 
1.6834981 


9.9999993 
0.0358558 
1.9494433 


9.0999984 
0.0289794 
1.6910949 


9.9999992 
0.0282199 
1.5803179 


0.0000000 
0.0210511 
1.5409946 


4(C + C) = 
4P= 


1.7951744 

89« 4'54.68 

1 1 20.00 


1.7272469 

88«55'35M8 

1 11 14 30 


1.9852984 

89*24'26'53 

38 37 20 


1.7200727 

88«54'80'84 

l 30 20 


1.6035370 

88«34'21'95 

1 30 20 10 


1.5620457 

88»25'47'10 

l 38 53 60 


1 


90 6 14 68 
12' 29' 36 


90 6 49 48 
13'38'96 


90 3 3 78 
6'7*46 


90 4 31 04 
9' 2'08 


90 4 42 05 
9'24M0 


90 4 40 60 
9'2I*20 



N. A. V. W. Dl. IX. 



13 
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Door op deze wijze de bewerkingen ?oort te zetten hebben wij de 
spherische excessen van al de 39 driehoeken verkregen. 

Tabel I. Spherische excessen der 39 bolvormige driehoeken. 



n«. 


s 


n\ 


6 


n\ 


s 


no. 


6 . 


no. 


s 


1 


12'29'36 


9 


14'47'24 


17 


r o'oo 


25 


5' 39*60 


33 ^ 


14'20'80 


2 


12 32 78 


10 


15 21 50 


18 


7 17 56 


26 


6 04 


34 


3 35 08 


3 


12 38 26 


11 


16 15 30 


19 


7 37 52 


27 


6 28 18 


35 


4 2 80 


4 


12 47 80 


12 


17 23 22 


20 


8 98 


28 


6 55 86 


36 


4 45 46 


5 


12 58 58 


13 


6 7 46 


21 


8 28 86 


29 


7 32 36 


37 


5 55 06 


6 


13 17 40 


14 


6 18 26 


22 


9 2 08 


30 


8 18 54 


38 


9 1186 


7 


13 38 96 


15 


6 30 78 


23 


9 44 14 


31 


9 24 10 


39 


9 2120 


8 


14 5 84 


16 


6 4^ 00 


24 


10 32 58 


32 


11 9 42 


1-39 


374'2r82 



D. Berekening van den inhoud van het bedekte gedeelte der zon 

en zyne verhouding tot de geheele zichtbare oppervlakte 

voor den aangenomen afstand der middelpunten, 

Zooals w^ reeds hebben opgemerkt, is het halve bedekte gedeelte 
der zon TBC^T, fig. 4, ingesloten door een boog van een grooten 
cirkel OqT, door een boog van een kleinen cirkel TB, en door eene 
spherische lijn' OgB, de doorsnede van het kegelvlak der maan met 
de oppervlakte der zon , — van welke kromme wij de vergelijking niet 
kennen, maar die wij aanvankelijk door 39 bogen van groote cirkels 
hebben vervangen. Dit bedekte gedeelte maakt een deel uit van de 
oppervlakte PBC^P, welke wij in bolvormige driehoeken hebben 
verdeeld, en verschilt daarvan de oppervlakte van den bijgevoegden 
driehoek PBT. De laatstgenoemde driehoek is wederom gelijk aan 
het verschil van den zuiveren bolvormigen driehoek PBS, en het 
bolvormig segment BST, zoodat wij hebben 

Inh. TBOo = Inh. PBCo -{Inh. VBS-^Inh. TBS). 

Dewijl nu PBS en TBS nauwkeurig uit de gegevens kunnen be- 
rekend worden, zoo zullen wij ons eerst bezig houden met het vin- 
den van den inhoud PBCq. 

Genoemde inhoud kan nu op verschillende wijzen bepaald worden, 
naar gelang men voor de lijnijes , die de deelpunten Co,C,,C2,..B 
onderling verbinden, den een of andereu vorm meent te mogen aan- 
nemen. 
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In de eerste plaats kan men de strooken, waarin wij de opper- 
vlakte verdeeld hebben, beschouwen als zoovele bolvormige seg- 
menten, waarvan de hoeken aan de pool gelijk zijn aan de in 
tabel H gevondene hoeken P, en waarvan de boog het gemiddelde 
der zijden PC^, en PCi, PC, en PCj enz. bedraagt; alsdan neemt 
men voor de verbindingslijntjes GoC| enz. kleine cirkels aan. 
. Ten anderen kunnen wij elke strook PC^,C, verdeden in een 
segment PCqC', dat ontstaat, wanneer men uit P met de kleinste 
zijde P Co als straal een boog beschryft, die de grootste zijde PCj 
in C' snijdt, en in een driehoekje Co CC], hetwelk dan op een 
plat vlak moet worden overgebracht. 

Dat driehoelqe zal rechthoekig zijn, en zijn inhoud kan gevonden 
worden, hetzij men zijne schuine zijde, ontwikkeld zijnde, als eene 
rechte 1^'n, hetzij als eene parabolische kromme van hoo- 
gere orde beschouwt. 

Ten derde, wanneer de boogjes CqC,, enz. als bogen van groote 
cirkels worden aangenomen, alsdan moeten alle strooken als bolvor- 
mige driehoeken behandeld worden. 

1^. De strooken beschouwd als segmenten met gemiddelde 
zijden tot boog. 

Noemen wij / den inhoud van het bolvormig segment, en R den 

straal van den bol, dan is 

/ p pp 

= ^i2*X^^?^X^wr«i(POo+PC,) .... (26) 

Ten einde aan de eene zijde te groote getallen, en aan de andere 
zijde te veel nullen achter heit decimaalteeken te vermijden, nemen 
wij de minuut als eenheid aan, zoodat R = 3437'74677 moet ge- 
nomen worden. Hierdoor verandert de laatste formule in de volgende 

/ = ^X(3437'74677)*xLGoPC,X^t^^4(PCo+PC,) (26') 

of, de factor in logarithmen overgebracht en de hoeken Co PC en 
180^, in seconden uitgedrukt, verkrijgt men 

^LogR = %x 3.5862789 = 7.0725478 
Log^ =0.4971499 

a>%180x3600" = 4.1884250- 10 

Log coefficient = 1.7581227 

13* 
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dus LogI=, 1.7581227 + Zfly/8i»wr4(PCo+PCi) + 

+Zo^LCoPCi (in seconden) (26*) 

In tabel H worden in de kolom met P| — P^ aan het hoofd de 
waarden der hoeken CoPCj, en in de voorlaatste kolom de sinver- 
sussen van ^(PCo+PC,) opgegeven. De berekening van / gaat 
na gemakkelijk en aldus 



NO. 


1 


7 


13 


22 


81 


£.CoPC, 

Xo^CoPC, 

Zo/^^ü^CPCo + PC,) 

Log^nv coëffiusewt 


7359'9 
3.8668719 
9.0078971 
1.7581227 


8648'6 
3.9318950 
8.9814834 
1.7581227 


4634'3 
3.6659841 
8.8989664 
1.7581229 


8400'8 
3.9242948 
8.8098962 
1.7581227 


10840'1 
4.0350883 
8.7165208 
1.7581227 


Logl 


4.6328917 
42942.93 


4.6715011 
46935.47 


4.3230734 
21041.33 


4.4923137 
81068.03 


4.5096768 
82886.20 



Op deze w^'ze zijn de inhouden van alle 39 bolvormige segmenten 
berekend, waarvan de uitkomsten in de volgende tabel K gevonden 
worden. 

TaM K. Inhouden der bolvormige segmenten. 



IT. 


Inhoud. 


IT. 
11 


Inhoud. 


IT. 


Inhoud. 


ÏT. 


Inhoud. 


1 


42942'93 


55912'16 


21 


29169'70 


31 


32335'29 


2 


43109 24 


12 


59813 24 


22 


31068 03 


32 


38378 92 


8 


43459 15 


¥ 


21041 33 


23 


33480 26 


33 


49486 87 


4 


43997 03 


l'4 


21678 70 


24 


36389 43 


34 


12325 65 


5 


44748 10 


15 


22396 22 


25 


19454 84 


35 


13920 00 


6 


45699 92 


16 


23189 98 


26 


20629 30 


36 


16289 86 


7 


46935 47 


17 


24070 00 


27 


22087 57 


37 


20846 88 


8 


48539 03 


18 


25073 44 


28 


23834 87 


38 


31640 04 


9 


50411 08 
52826 95 


19 
20 


26218 57 
27563 03 


29 
30 


25926 26 
28471 40 


39 
1—39 


32171 30 


10 


1287031.54 



De inhouden dezer 39 driehoelges bi\j elkander geteld, verkr\|gt 
men voor hunne som den gevraagden inhoud van 

PBCo = 1,286,081'54 D minuten. 

De vorm der formule (26) geeft wel aanleiding, om den inhoud 
van een bolvormig segment als eene volkomen ontwikkelbare opper- 
vlakte op een plat vlak over te brengen. Immers zijj bestaat uit 
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/ C PC 

twee factoren 1". %7rBx o^a ' > ^** ^"' ®®° gedeelte van den 

omtrek van den grooten cirkel ?an den bol, en 2*^. BSinoefa 
[(PCq + PC,), dat is de sinusversus van den boog van het segment; 
en daar deze beide factoren zich in dezelfde eenheid laten uitdrukken, 
zoo zal de oppervlakte van elk bolvormig segment kunnen voorge- 
steld worden door een op schaal geteekenden platten rechthoek. 
Alle onze 39 bolvormige segmenten zullen dan zoovele rechthoeken 
kunnen voorstellen, met den eersten factor als grondlijnen of abcissen 
en met den tweeden als opstaande zijden of ordinaten; en wanneer 
wiy nu al die grondlijnen naast elkander op eene rechte lijn plaat- 
sen, en dus ook de rechthoeken, die ook verschillende hoogten heb- 
ben, dan zal de fig. 5 den* geheelen inhoud PB Co, op een plat 
vlak ontwikkeld, voorstellen. De geheele basis van de aldus ontstane 
figuur zal dan, B weder in minuten uitdrukkende, gel\jk zijn aan 

2Ti2x^g^ = 2^X343r74677x^^^ 

de hoogte van den eersten rechthoek = 22 X Sinv 26 o 4' 65' 7 = 
= 3437'74677X 0.101825 = 349'963; en die van den laatsten 
= 3437^74677 X 0.047316 = 161'610. Nemen wij nu, om de figuur 
te teekenen, bijv. voor iedere 1000' van de basis eene lengte van 
25 mm., en, ten einde de kromte der lijn beter te doen uitkomen, 
voor iedere 100' der hoogte eenö lengte van 50 mm, dan ontstaat 
figuur 5, waarin al de 39 segmenten afgekort, om ruimte te 
winnen, naast elkander voorkomen. 

2^. De strooken verdeeld in segtnenten en driehoeX^'es. 

Wanneer wij in elke strook C^PCi uit de pool P met de klein- 
ste zijde PCq als straal een cirkelboogje beschrijven, die de langste 
zijde PC} in C' ontmoet, dan verdeden wij die allen in segmenten 
met hunne kleinste zijden tot boog, en in een driehoekje CoC,C'. 
De inhouden van de achtereenvolgende segmenten worden dan op 
de zoo even aangewezene manier, doch met de kleinste zijde als 
boog, nauwkeurig gevonden; doch de inhouden der driehoekjes, — daar 
voor deze geene formule op den bol te vinden is, en zij dus ook 
niet volkomen op een plat vlak kunnen worden uitgelegd — , moeten 
door benadering gevonden worden. 

Berekenen wij eerst de inhouden der segmenten. Hiertoe moeten 
wij nemen de sinus-versussen der kleinste bogen van eiken driehoek. 
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welker waarden in de laatste kolom van tabel H gevonden worden. 
De berekening geschiedt weder volgens formule (26*). 

Tahél L. Inhouden der bolvormige segmenten. 



N». 


Inhoud. 


N". 


Inhoud. 


N**. 


Inhoud. 


N^ 


Inhoud. 


1 


42912'99 


11 


54817'04 


21 


28757'11 


81 


31954'57 


2 


43021 37 


12 


58436 57 


22 


30606 47 


32 


37899 28 


3 


43313 16 


18 


20860 24 


23 


32943 68 


33 


48880 72 


4 


43779 58 


14 


21480 97 


24 


36763 03 


84 


12292 25 


5 


44441 34 


15 


22179 57 


25 


19278 30 


35 


13877 17 


6 


45328 52 


16 


22951 80 


26 


20435 07 


36 


16236 77 


7 


46466 72 


17 


23809 33 


27 


21869 67 


37 


20283 60 


8 


47896 83 


18 


24784 90 


28 


23587 18 


38 


31530 35 


9 


49697 42 


19 


25897 99 


29 


26645 81 


39 


32114 86 


10 


51947 07 


20 


2721100 


30 


28142 56 


1-39 


1273282.86 



Berekening van de inhouden der driehoeJ^eè. 

Leggen w^* zooveel doenlijk de overgeblevene driehoekjes op een 
plat vlak neer, dan zullen zij, dewijl de zijden der segmenten lood- 
recht op hunne basissen staan, ook rechthoekige driehoekjes moeten 
vormen, wier basissen, ontwikkeld, gelijk zijn aan den boog van 
den kleinen cirkel, die ook de bogen der segmenten vormt, en wier 
hoogten, mede ontwikkeld, gelijk zijn aan het verschil der z\jden van 
iedere strook of segment; derhalve hunnen 

7«Ao«^ = (LOoPOiX^*»PC,)x HI*Co-PC,). 

Voor de inhouden dezer driehoekjes, als zoodanig beschouwd, 
vinden wij in tabel M de volgende waarden. 

Tabel M. Inhoud der rechthoekige driehoekjes. 



N«. 


Inhoud. 


N». 

11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


Tnhoad. 


N*. 

21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


Inhoud. 


N». 


Inhoud. 


1 
2 
3 
4 
5 
4 
7 
8 
9 


30'01 
88 24 
150 45 
217.00 
289 50 
370 46 
464 31 
575 48 
709 93 
876 11 


1092'23 
1368 80 
180 95 
19? 35 
216 08 
237 44 
260 21 
287 67 
819 65 
350 76 


411'14 
460 42 
53310 
623 57 
174 44 
198 33 
217 76 
246 69 
380 01 
317 25 


21 
82 
83 
34 
36 
86 
87 
88 
39 

1-89 


879'60 
478 21 
654 87 

38 99 

39 66 
4819 
62 48 

109 35 
56 19 


10 


• 186.02 
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De voorgaande berekening van de inhouden der driehoelsjes, als 
plat en redithoekig beschouwd, mogen wij niet als nauwkeurig ge- 
noeg houden, dewijl wij daardoor van de onderstelling zijn uitge- 
gaan, dat hunne schuine zijden rechte lijnen zijn. De loop der 
kromme lijn van figuur 5 doet immers zien, dat w^' die onderstel- 
ling, vooral niet bij het begin en het einde der kromme mogen 
aannemen, maar dat wij de schuine lijnen der driehoelqes moeten 
vervangen door kromme lijnen. Wij komen alzoo tot het vraag- 
stuk om den inhoud eener vlakke kromme lijn bij benadering te 
vinden. 

Zooals men weet , beschouwt men voor dat doel , de kromme als eene 
parabool van hoogere macht, en neemt men tot gemak der berekening 
alle opvolgende abcissenverschiDen aan elkander gelyk ; voor welke abcis- 
sen dan de ordinaten der kromme moeten bekend zijn. Alvorens wij 
dus tot de inhoudvinding van onze driehoekjes kunnen overgaan, is het 
allereerst noodig, dat wij de waarden van de hoeken P of der deelen 
van de basis van ieder der segmenten afzonderlijk even groot ma- 
ken, en daarna voor elk dier abcissen de overeenkomstige waarden 
der ordinaten berekenen. 

Deze bewerking geeft de gelegenheid aan de hand om de nauw- 
keurigheid der inhoudsvinding binnen veel engere grenzen te brengen 
dan wij tot hiertoe gedaan hebben, dewijl daardoor het aantal dee- 
len, waarin elke basis verdeeld wordt, meer en meer vergroot wordt. 
Het komt óns voor, dat wij ons doel, eenen genoegzamen graad van 
nauwkeurigheid, zullen bereiken, wanneer wij ons voor de verdeeling 
bepalen tot iedere 10' boogs van 0, alzoo dat elk der bogen van O 
tot 1*, van 1 — 2^ ... en van 11 tot 12<^ nog in zes; en de bogen 

12® tot ]20 20', enz en van 15M0 tot 16» nog in twee geKjke 

deelen worden verdeeld ; door welke onderverdeeling onze kromme lijn 
van figuur 5, in 112 punten verdeeld wordt. Ware PC in functie 
van P gegeven, dan zou het eenvoudiger geweest zijn, de hoeken P 
van ieder der hierboven genoemde driehoeken in 6 of in 2 gelijke 
deelen te verdeelen , en voor die tusschenwaarden de PC of de ordi- 
naten volgens de alsdan bestaande formule te berekenen. Nu echter 
kunnen wij niet anders dan of met de nieuwe waarden van die 
grootheden P en PC volgens formule 20" onmiddelijk berekenen, of 
die door interpolatiën vinden. Wij hebben de laatste bewerking als 
de eenvoudigste verkozen, en zoeken, uit de gegevens van tabel G, 
de tusschenwaarden van P en PC, door eerst in de helft, en later 
in drieën te interpoleeren. Wij vinden dan 
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Het tweede gedeelte N is gel^k de beide volgende 



Stellen wij, in plaats van den wortelvorm 

v'W = l-|-^-fJ--.-. ....(19') 
dan komt er 



(N.)+ \Jr^'-p'j jl 2j^?) 

{a^Co820-2aCo80.\]p^-a^Sin^0)^ 
8(r«-p«)« 



{a^a)82(p-2aCo8(p.^p'^-a^Sin^(py^ \ 
16 (/---p*)» / 



d(p- 



- f i (p^ -^a^ Co820^2aCo8(p. yj p^ " a^ Sin'^ 0)X 
I -- — --{ a''Co82(p--2aCo8(p, yJJ'-a^Sin'^$ 



8(r»-p*)* 
{a^Oo8 20—2aCo8(p. \J p^ -a^ Sm*-(py 



^j.»*. 



16(r*-p*)» 

Het oplossen dezer integraalformule zou neerkomen op het bere- 
kenen van 33 nog al vrij samengestelde termen, onder verwaarloo- 
zing van de vierde en hoogere machten der reeks, waarin Vl— /? 
(19") ontwikkeld is. 

Heeft men de waarde van rJCo8^d^ gevonden, dan moet die 
nog door r gedeeld en dat quotient van (P worden afgetrokken, om 
den inhoud te verkrijgen van het driehoekig stuk SCqB (fig. 4). 

Wy willen hu gaan onderzoeken, of deze integraalformule toege- 
past kan worden, !• in het algemeen, of 2® in het bijzonder voor 
ons geval. 

Voor eene algemeene toepasselijkheid moeten in de eerste plaats 
de coëfficiënten der onderscheidene termen kleiner en kleiner worden, 
hoe meer termen men van Vl— ^(19") neemt. Wij zien dade- 
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lijk, dat bijna al de termen zijn aangedaan door een coëfficiënt Tan 

den vorm 7-7 777: en het zal dus hoofdzakelijk van de waarde 

(r*-p*)' 

van (7*-— p') afhangen, of de reeks al dan niet convergeert. En al 
dadelijk zien wij in, dat daar /* ea p bijna aan elkander gelijk 
kunnen zijn, (r* — p^)' eene zeer kleine grootheid worden kan, en 

dus de breuk r-z rr: ^^ diezelfde en boven mate zal vergroot 

(/•*-p*)' 

worden. 

SteUen wy b. v. r ^ 1000" en p = 999" of r = 0.0048481368 
p = 0.0048432886 voor den straal =1, 

dan is {r^--p^y =0.0000.0004.6992, 

(/•»-p*)* = 0.0002.1677.0850, 
(r*-p*)i = 0. 0«M019, 

(/.«-p-)* = 0. 0*8.4787, 
enz. 
Daar nu de tellers der breuken, a en p standvastig blijvende, bij 
elke benadering hoogstens een tweede macht hooger klimmen, zoo 
zal deze integraalformule in het algemeen des te minder converge- 
ren en zelfs divergeren, naarmate meer benaderingen aangewend 
worden. 

Of nu de integraalformule ook in ons geval, namelijk voor 
r = 1000", p = 900" en a = 1800", nog bruikbaar is, willen wij 
alleen wijzen op het toenemen van coëfficiënten der termen, die van 

«* «3 . ... ■ 

de termen "V ®^ t« ®^ ^*^ ^® hoogere machten van yl'-p afhan- 

gen, die wij niet noodig gevonden hebben verder te ontwikkelen. 

Er doet zich tot eene algemeene toepassing dezer integraalformule, 
of beter gezegd tot het vinden van den inhoud van driehoek SO^B, 
bovendien nog eene andere zwarigheid op. In fig. 3 is namelijk 
de stand der schijven van zon en maan zóó voorgesteld, dat de 
boog OoB door alle bogen SC slechts in één punt gesneden 
wordt; in die gevallen, maar ook in die alleen, mag men stellen 

TCoB = TSB-C^SB (18) 

Dit heeft echter niet altijd plaats, want, wanneer de middelpun- 
ten van zon en maan zich meer en meer naderen tot dat de maans- 
rand bijna op het middelpunt der zon valt, dan komen daaronder 
standen voor, waarin enkele bogen Co O den boog C^B in twee 
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ptunten suifien BB^dmi; ea> ésfft ax)tt het hoogst moei^yüb z^o, ^a. 
in)ioud vjyi SCoB.^ op vat manjer ook, te bepalen. 

Om alle welke redenen wij het vinden yan dem inlipud SC^ B 
doop middel' «enar infte§«raaU!turm)ile. hfibben mgeteUi of Deveiv. 

O» Foorbereidende berekeuinff tot het vinden van den 
inhoud der bedekte oppervlakte. 

Nu geene der aangewende methoden van ix^tograti^ ons hebben ge- 
leid tot het vinden van den bewasten inhoud, bleef ons niets attder» 
over dan dfe bepaling van dien inhoud deor verdeeBngf def opper- 
vlakte in driehoelqes. Tevens moesten wi^ esae method» aanwenden 
die voor alle gev^l^^ ^ in, hejti vraagfstuk kunnen voorkomen^ a^^f. 
wendbaar was. 

Deze methode bestond daarin, dat wij eene oppervlakte bereken- 
den, die niet zooals de driehoek Cq SC somtijds onmogelijk te be- 
rekenen was, maar eei^ driehoek, die bij alle afstanden der middel- 
punten berekend konde worden; en deze is de driehoek TCoB, 
daielf^er ddu^hoek» mem inhoud wij kennen nupet^Q^, 

Tot ^ riöde hebbe4. wiü den. l)ppg aT (% 4.) *ot W ifti P veiK 
lei^, en ixm F w B een boog P]^ v^n ei^n, graten oirkeJl 
gfii»«iAt*. Al^i i9 M^PU(jL 

TQ^B=PCoB-PTB = PCoB-(PSB-.TSB) . . . (19) 

P^^ljl nu; de hl9ek, G^PB blijkbaar Q^e fniictie van tivt^ dei; 
d«»ieii1|$n ^m ^ "fm ^m im)m^. ^^^^^ wet ^^o,^ ^y^^ w;^. ^ 
laatste oppervlakte te bezwarend gevonden hebben om te integreeren, 
zoo kan er des te minder sprake zijn van eene integratie der opper- 
vlak^ ?Q».ft,. m «#et ei; di|s te» li^tsi^, iw^s wdw- m^ 4» 
d^Q i^ .^fi^ a^ftMial, d^eho^lg^s, t^ verdeokft,. ei?, van ie^ dezej:. <t»ie- 
hpplgg^ ^^ ifthomi 1j^ 5Jod{:e^. Da^rtcw? l?reng^ wjg dofw^ ^ W^^ 
\m G11.C,, . . .0.,,, en, de pppl P^ bogp^ xau gi;oo|^ ciiikete:, die 
d^furjppr 4fi. i^p^rvl^k*^ PCeB W evjen zoo vel^ diAehoelge». ye^ei^i- 
lm» W^ t^flf^ zgden bog^ y^n gj?Qotie qijrkds, en 4e def de ^^^ 
A-edm^ vl^im^m ^W de Ip'omme C^ B, v^ doorsj^ijjjding. 

Om de elementen van deze driehoeken^ waardoor hunne inhouden 
bepaald kunnen worden, te vinden, moeten wij eerst bekend hebben 
de. IpjaekeiEi P en de zqdewt PC ^m eljjje» ^riphodi: GiPOi, wz.; 
deze. gKootheden wiosdm op de yolgende wijj^ gevosidQn. 

lo dk doE diiehoQl^en SPQ ^jm goge^o^ SP:ss9Q<^, i,G^^ 
uit tabel 7^ en de ingesloten hoek PSCss^^j de waarde van ^ 13 
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daarbij eene functie van SC in $ (tabel F). Door deze gegevens 
worden de onbekende grootheden P en PC door een der beide vol- 
gende stellen formulen berekend. 

Laat men uit eenig punt C, fig. 4, een loodrechten bpoj CD op 
de basis SP neer, die deze in het punt D in twee stukkei^ SD •^:=,y 
en PD = 90°— y snijjdt» dan heeft men 

T^SD==5VS0.a?*S, 
S«SD;^»PD =: Cb^S: Co^P» 
en ÖMSDja>«PD2=C)b*SC:ÖMPC, 



of wel T0y=.Tg^ .Voi (p , 



Siny:Sin(9Q''-y) = CotCp: Cotl^ of OotV — Coty.OotCp, 
Q)sy:Co8(W'-y)=z CoafiiCos'PG of Co9l?Cz=zTffy,Q)sP. 



Brengt men de waarde van Tffy=: Tg ^,Oo90 in de beide laat- 
sten over, dan komt er 

a>iV=^^ en Có8TG = Sinfi.aê0; . . . (ao.*). 



• (21) 



en 



of wel, met behulp der ïfeperiaansche aoalogiën» 
of in plaats tsd deze laatste 



Smr 

Deze laatste formulen ondergaan, door SP^ 90° daarin over te 
brengen, de volgende Tereenvoudigingen 

2>^(C + P) = ^^^90^+ ^- «*»< 1*. 

De berekeningen volgens het eerate stel formulen (20') loopen 
spoediger af; z^ volgen hier voor eenige waarden van 0. 



0= 



(3 = 
Log Cot ^ 
Log Sin <P 

LogCotV 
P = 

Log Sin P 
LogCo8(p 

CosVG 
PC = 



63056'42' 
9.6892390 
8.2418563 



1.4473837 
202'39'9 



9.9534565 
9.9999338 



9.9533903 
2604'22'4 



65n5'25' 
9.6635684 
9.0192346 



0.6443338 
12046'49'0 



9.9681786 
9.9976143 



9.9567929 
250 24'56'1 
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12" 



70ö9'24'' 
9.5673588 
9.3178789 



0.2394799 
29«56'6ro 



9.9734162 
9.9904044 



9.9638206 
230 3'49'4 



15« 



75020'27' 
9.4176104 
9.4129962 



0.0046142 

44H1'44'3 



9.9866278 
9.9849438 



9.9705716 
20»5ri8'8 
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82«8'26' 
9.1400052 
9.4659353 



9.6740699 
64H3'34'3 



9.9959011 
9.9805963 



9.9764974 
18H0'48'8 



17 «40' 



88»43'12' 
8.3491597 
9.4821283 



8.8670314 
85«47'20'9 



9.9998916 
9.9790192 



9.9789108 
17»42'4r4 



De overige waarden van P en PC worden in tabel G gevonden. 



Be gevondene waarden voor den hoek P en de sdjde PC« van 
iederen bolvormigen driehoek PC..jP, kunnen, dewijl in ieder 
van deze twee zijden PC„.i en PC. en de ingesloten hoek P„— P..^ 
bekend zijn, gebruikt worden om den inhoud van ieder dezer drie- 
hoeken, door middel van hunne spherische excessen, te berekenen. 

Het is namelijk uit de bolvormige driehoeksmeting bekend, dat 
de inhoud van iederen bolvormigen driehoek tot dien van het sphe- 
risch octant dezelfde verhouding heeft als zijn spherisch exces tot 
een rechten hoek. Stelt I den inhoud van een bolvormigen drie- 
hoek, A dien van het spherisch octant , en s het spherisch exces voor, 

dan is 

90 



J:A = €:90«, of 7z=: — XA 

6 



of, wel, wanneer A, B, C de hoeken van den driehoek beteekenen 

(22) 



^^ (^ + i? + C)-180o ^^ 



90» 

Het spherisch exces s, dat onmiddellijk van de grootte der hoeken 
eens bolvormigen driehoeks afhangt, zal dus gevonden worden, wan- 
neer men 180® van de som dier hoeken aftrekt. Zijn de gegevens 
van een driehoek andere dan de drie hoeken, in ons geval twee 
zijden en de ingesloten hoek, dan vindt men e door de formule 
Cot{a.Cot{b+Oo8C 
l^nC 



Cot\-s : 



welke, door te stellen 



Cot^^a.Cot{b 
CosC 



Tg^f^, 



tot dezen, beter voor de berekening geschikten, vorm wordt omgezet 
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Tg\€^TffCCo8^li (24) 

Hoewel deze formule eenvoudig genoeg voor de bewerking is, ge- 
ven wij toch aan de eeréte de voorkeur, namelijk, aan het berekenen 
der beide overige hoeken van den driehoek. Daartoe hebben wij 
niets anders noodig dan de som der beide overige hoeken, en kan- 
nen wij volstaan met de berekening van de eerste formule der Ne- 
periaansche analogiën 

Wanneer wij de waarden van SC uit tafel F, voor waarden van (^ 
van 10 tot 10' wilden interpoleeren, en voor deze in tabel E de over- 
eenkomstige waarden van j3 zoeken, en verder, ?oor al die waarden 
van <:f, P en PC uit tabel G interpoleren, dan zouden wij de geheele 
bedekte oppervlakte der zon in 112 bolvormige driehoeken verdeelen. 

Het komt ons echter voor, dat de nauwkeurigheid ver genoeg 
voortgezet zal zijn, zoo wij ons voor de berekening van den inhoud 
bepalen tot de waarden van (P, in tabel F aangenomen, in welk 
geval er nog 39 bolvormige driehoeken te berekenen zijn; welker 
inhouden dan wellicht met minder moeite tot eiken gewenschten 
graad van nauwkeurigheid kunnen geïnterpoleerd worden. 

Deze laatste verdeeling in 89 driehoeken behoudende, zoeken wij 
eerst de elementen derzelve uit tabel 6, welke wij in tabel H mede 
deelen, om dan daftrmede met behulp der formule (2^), de halve 
som der onbekende hoeken te berekenen. Tabel H bevat nog in hare 
laatste kolommen de sinus-versussen zoowel der enkele zijden als die 
van hunne gemiddelde waarden, welke wij later noodig zullen hebben. 

Ziehier de berekening van het spherisch exces b. 



Driehoek N«. 



i(PC.-PCJ = 

t(PC.+PCj= 

^(l',^PJ = 



O'O'SSM 

26 4 55 7 

1 1 20 



0» 7'41''4 

25 17 15 8 

1 11 143 



Ltog Co» \ verschil 

Log Sec i »om 

LogCotiVziz 



0.0000000 
0.0466432 
1.7485SI2 



9.9999989 
0.0437499 
1.6834981 



t(C + C)=: 

|P = 

90»4-i* = 



1.7951744 

89« 4'54.68 

1 1 20.00 



1.7272469 

88«55'3ö'18 

1 II 14 30 



13 



O» 6' r8 

22 57 47 7 

O 38 37 2 



9.9999993 
0.0358558 
1.9494433 



1.9852984 

89«24'26'53 

O 38 37 20 



90 6 14 68 90 6 49 48 90 3 3 73 
12'29'36 13'38'96 6'7*'46 



22 



0« 9'22'6 

20 41 66 5 

1 10 O 2 



9.0999984 
0.0289794 
1.6910949 



1.7200727 

88»64'80'84 

l 30 O 20 



90 4 31 04 
9' 2'08 



31 



0« 6'38'2 

18 34 10 2 

1 30 20 l 



9.9999992 
0.0282199 
1.5803179 



1.6035370 

88«84'21'95 

l 30 20 10 



90 4 42 05 
9'24'10 



39 



O» 0'59»7 

17 41 44 7 

l 38.53 5 

0.0000000 
0.021 05 U 
t.5409946 



1.5620457 

88»25'47'I0 

l 38 53 50 



90 4 40 60 
9'2r20 



N. A. V. W. Dl. IX. 



13 
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Door op deze wijze de bewerkingen ?oort te zetten hebben wij de 
spherische excessen van al de 39 driehoeken verkregen. 

Tabel I. Sphemche excessen der 39 bolvormige driehoeken. 



n». 


s 


n\ 


s 


n\ 


6 


n». 


6 


n\ 


s 


1 


12' 29*36 


9 


14'47'24 


17 


r o'oo 


25 


5'39''60 


33 


14' 20*80 


2 


12 32 78 


10 


15 21 50 


18 


7 17 56 


26 


6 04 


34 


3 35 08 


3 


12 38 26 


11 


16 15 30 


19 


7 37 52 


27 


6 28 18 


35 


4 2 80 


4 


12 47 80 


12 


17 23 22 


20 


8 98 


28 


6 55 86 


36 


4 45 46 


5 


12 58 58 


13 


6 7 46 


21 


8 28 86 


29 


7 32 36 


37 


5 55 06 


6 


13 17 40 


14 


6 18 26 


22 


9 2 08 


30 


8 18 54 


38 


9 1186 


7 


13 38 96 


15 


6 30 78 


23 


9 44 14 


31 


9 24 10 


39 


9 21 20 


8 


14 5 84 


16 


6 4$ 00 


24 


10 32 58 


32 


11 9 42 


1-39 


374'21''82 



D. Berekening van den inhoud van het bedekte gedeelte der zon 

en zijne verhouding tot de geheele zichtbare oppervlakte 

voor den aangenomen afstand der middelpunten, 

Zooals wij reeds hebben opgemerkt, is het halve bedekte gedeelte 
der zon TBC^T, fig. 4, ingesloten door een boog van een grooten 
cirkel CqT, door een boog van een kleinen cirkel TB, en door eene 
spherische lijn' CqB, de doorsnede van het kegelvlak der maan met 
de oppervlakte der zon , — van welke kromme wij de vergelijking niet 
kennen, maar die wij aanvankelijk door 39 bogen van groote cirkels 
hebben vervangen. Dit bedekte gedeelte maakt een deel uit van de 
oppervlakte PBC^P, welke wij in bolvormige driiehoeken hebben 
verdeeld, en verschilt daarvan de oppervlakte van den bijgevoegden 
driehoek PBT. De laatstgenoemde driehoek is wederom gelijk aan 
het verschil van den zuiveren bolvormigen driehoek PBS, en het 
bolvormig segment BST, zoodat wij hebben 

Inh. TBCo = Inh, PBOq -{Inh. PBS- /»A. TBS). 

Dewijl nu PBS en TBS nauwkeurig uit de gegevens kunnen be- 
rekend worden, zoo zullen wij ons eerst bezig houden met het vin- 
den van den inhoud PBCq. 

Oenoemde inhoud kan nu op verschillende wijzen bepaald worden, 
naar gelang men voor de lijntjes , die de deelpunten Co,C,,C2,..B 
onderling verbinden, den een of anderen vorm meent te mogen aan- 
nemen. 
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In de eerste plaats kan men de strooken, waarin 'wij de opper- 
vlakte verdeeld hebben, beschouwen als zoovele bolvormige seg- 
menten, waarvan de hoeken aan de pool gelijk zijn aan de in 
tabel H gevondene hoeken P, en waarvan de boog het gemiddelde 
der zijden PCq en PC,, PC, en PCj enz. bedraagt; alsdan neemt 
men voor de verbindingslijntjes CqC, enz. kleine cirkels aan. 
. Ten anderen kunnen wij elke strook PCqC, verdeelen in een 
segment PCqC', dat ontstaat, wanneer men uit P met de kleinste 
zijde PCo als straal een boog beschrijft, die de grootste zijde PC, 
in C' snijdt, en in een driehoekje Co CC,, hetwelk dan op een 
plat vlak moet worden overgebracht. 

Dat driehoekje zal rechthoekig zijn, en zijn inhoud kan gevonden 
worden, hetzij men zijne schuine zijde, ontwikkeld zijnde, als eene 
rechte lijn, hetzij als eene parabolische kromme van hoo- 
gere orde beschouwt. 

Ten derde, wanneer de boogjes CqC,, enz. als bogen van groote 
cirkels worden aangenomen, alsdan moeten alle strooken als bolvor- 
mige driehoeken behandeld worden. 

1®. Be strooken beschouwd als segmenten met gemddeUe 
zijden tot boog. 

Noemen wij I den inhoud van het bolvormig segment, en R den 
straal van den bol, dan is 

/ C PC 
i = 2T5x5^«r«-»i(P0,+P0,)X-i:-g|oF^ = 

= »ri2*X^^X^S«wr»i(PC,+PC,) .... (26) 

Ten einde aan de eene zijde te groote getallen, en aan de andere 
zijde te veel nullen achter het decimaalteeken te vermijden, nemen 
wij de minuut als eenheid aan, zoodat R =: 3437'74677 moet ge- 
nomen worden. Hierdoor verandert de laatste formule in de volgende 

/ = y^X(3437'74677)*xLCoPCiX^«ütfr«|(PCo+PCJ (26') 

of, de factor in logarithmen overgebracht en de hoeken CqPC en 
180**, in seconden uitgedrukt, verkrijgt men 

^LogR = 2 X 3.6862789 = 7.0725478 
LogTc =10.4971499 

a)%180x8600" =4.1884250-10 

Log coefficient = 1.7581227 

18* 
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dus LogI=. 1.7581227 + Z<3y5&iwr«i(PCo+PCi) + 

+ Zo^i.CoPCi (in seconden) (26*) 

In tabel H worden in de kolom met Pi— Po aan het hoofd de 
waarden der hoeken CoPC|, en in de voorlaatste kolom de sinyer- 
sussen van 4^(PCo + PC,) opgegeven. De berekening van / gaat 
nu gemakkelijk en aldus 



N«. 


1 


7 


13 


22 


31 


LCoPC, 

Xo^CoPC, 

Zo^^üi(PCo+PC,) 

LogSinv coeffiicetU 


7359'9 
3.8668719 
9.0078971 
1.7581227 


8548*6 
3.9318950 
8.9814834 
1.7581227 


4634'3 
3.6659841 
8.8989664 
1.7581229 


8400'3 
3.9242948 
8.8098962 
1.7581227 


10840-1 
4.0350383 
8.7166208 
1.7581227 


LogI 


4.6328917 
42942.93 


4.6715011 
46935.47 


4.3230734 
21041.33 


4.4923137 
31068.03 


4.5096768 
32385.20 



Op deze w^'ze zijn de inhouden van alle 39 bolvormige segmenten 
berekend, waarvan de uitkomsten in de volgende tabel K gevonden 
worden. 

Tabel K. Inhouden der bohonmge segmenten. 



IT. 


Inhoud. 


11 


Inhoud. 


IT. 


Inhoud. 


ÏT. 


Inhoud. 


1 


42942'93 


55912'16 


21 


29169'70 


31 


32335'29 


2 


43109 24 


12 


59813 24 


22 


31068 03 


32 


38378 92 


3 


43459 15 


¥ 


21041 33 


23 


33480 26 


33 


49486 37 


4 


43997 03 


l'4 


21678 70 


24 


36389 43 


34 


12325 66 


5 


44748 10 


15 


22396 22 


25 


19454 84 


35 


13920 00 


6 


45699 92 


16 


23189 98 


26 


20629 30 


36 


16289 86 


7 


46935 47 


17 


24070 00 


27 


22087 57 


37 


20846 88 


8 


48539 03 


18 


25073 44 


28 


23834 87 


38 


31640 04 


9 


50411 08 
52826 95 


19 
20 


26218 57 
27563 03 


29 
30 


25926 26 
28471 40 


39 
1—89 


32171 30 


10 


1287031.54 



De inhouden dezer 39 driehoelges by elkander geteld, verkrijgt 
men voor hunne som den gevraagden inhoud van 

PBCo = 1,286,031'54 D minuten. 

De vorm der formule (26) geeft wel aanleiding, om den inhoud 
van een bolvormig segment als eene volkomen ontwikkelbare opper- 
vlakte op een plat vlak over te brengen. Immers zijj bestaat uit 
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/ C PC 
twee factoren 1". ZttBx — ^jtt"* i dat is, een gedeelte van den 

omtrek van den grooten cirkel ?an den bol, en 2^. BSimefa 
^(PCq + PC,), dat is de sinusversus van den boog van het segment; 
en daar deze beide factoren zich in dezelfde eenheid laten uitdrukken, 
zoo zal de oppervlakte van elk bolvormig segment kunnen voorge- 
steld worden door een op schaal geteekenden platten rechthoek. 
Alle onze 39 bolvormige segmenten zullen dan zoovele rechthoeken 
kunnen voorstellen, met den eersten factor als grondlijnen of abdssen 
en met den tweeden als opstaande zijden of ordinaten; en wanneer 
w^' nu al die grondlijnen naast elkander op eene rechte 1^'n plaat- 
sen, en dus ook de rechthoeken, die ook verschillende hoogten heb- 
ben, dan zal de fig. 5 den- geheelen inhoud PB Ce, op een plat 
vlak ontwikkeld, voorstellen. De geheele basis van de aldus ontstane 
figuur zal dan, B weder in minuten uitdrukkende, gelijk zijn aan 

2Ti2x ^J^=2TX343r74677x^^^ = 534B'12, 

de hoogte van den eersten rechthoek == jB X Sinv 26 o 4' 65' 7 = 
= 3437'74677X 0.101825 = 349'963; en die van den laatsten 
= 3437^74677 X 0.047316 = 161'610. Nemen wij nu, om de figuur 
te teekenen, bijv. voor iedere 1000' van de basis eene lengte van 
25 mm., en, ten einde de kromte der 1^'n beter te doen uitkomen, 
voor iedere 100' der hoogte eene lengte van 50 mm, dan ontstaat 
figuur 5, waarin al de 39 segmenten afgekort, om ruimte te 
winnen, naast elkander voorkomen. 

2®. De 8trooken verdeeld in segmenten en driehoek; es» 

Wanneer wij in elke strook CpPCi uit de pool P met de klein- 
ste z\jde PCq als straal een cirkelboogje beschrijven, die de langste 
zyde PCj in C' ontmoet, dan verdeden wij die allen in segmenten 
met hunne kleinste zijden tot boog, en in een driehoekje CoC|C'. 
De inhouden van de achtereenvolgende segmenten worden dan op 
de zoo even aangewezene manier, doch met de kleinste zijde als 
boog, nauwkeurig gevonden; doch de inhouden der driehoekjes, — daar 
voor deze geene formule op den bol te vinden is, en zij dus ook 
niet volkomen op een plat vlak kunnen worden uitgelegd — , moeten 
door benadering gevonden worden. 

Berekenen wij eerst de inhouden der segmenten. Hiertoe moeten 
wij nemen de sinus-versussen der kleinste bogen van eiken driehoek , 
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welker waardeu in de laatste kolom van tabel H gevonden worden. 
De berekening geschiedt weder volgens formule (26^). 

Tabel L. Inhouden der holwrmige segmenten. 



N*». 


Inhoud. 


IT. 


Inhoud. 


N^ 


Inhoud. 


N^ 


Inhoud. 


1 


42912'99 


11 


54817'04 


21 


2875ni 


31 


31954'57 


2 


43021 37 


12 


58436 57 


22 


30606 47 


32 


37899 28 


3 


43313 16 


13 


20860 24 


23 


32943 68 


33 


48830 72 


4 


43779 58 


14 


21480 97 


24 


36763 03 


84 


12292 25 


5 


44441 34 


15 


22179 67 


25 


19278 30 


35 


13877 17 


6 


45328 52 


16 


22951 80 


26 


20435 07 


36 


16236 77 


7 


46466 72 


17 


23809 33 


27 


21869 67 


37 


20283 60 


8 


47896 83 


18 


24784 90 


28 


23587 18 


38 


31530 35 


9 


49697 42 


19 


25897 99 


29 


25645 81 


39 


32114 86 


10 


51947 07 


20 


2721100 


30 


28142 56 


1-39 


1273282.86 



Berekening van de inhouden der driehoeX^'ea. 

Leggen wy zooveel doenlijk de overgeblevene driehoekjes op een 
plat vlak neer, dan zullen zij, dewijl de zijden der segmenten lood- 
recht op hunne basissen staan, ook rechthoekige driehoekjes moeten 
vormen, wier basissen, ontwikkeld, gelijk zijn aan den boog van 
den kleinen cirkel, die ook de bogen der segmenten vormt, en wier 
hoogten, mede ontwikkeld, gelijk zijn aan het verschil der z^den van 
iedere strook of segment; derhalve hunnen 

7»Aoi«f = (LCoPOiX^»PC,)x|(PCo-PO,). 
Voor de inhouden dezer driehoekjes, als zoodanig beschouwd, 
vinden w^* in tabel M de volgende waarden. 

Tahel M. Inhoud der rechthoekige driehoe^'es. 



N». 


Inhoud. 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


Inhoud. 


21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


Inhoud. 


N*». 


Inhoud. 


1 
2 
3 
4 
5 
4 
7 
8 
9 


30'01 
88 24 
150 45 
217.00 
289 50 
370 46 
464 31 
575 43 
709 93 
876 11 


1092'23 
1368 30 
180 95 
197 35 
216 03 
237 44 
260 21 
287 67 
319 55 
350 76 


411'14 
460 42 
53310 
623 57 
174 44 
193 33 
217 75 
246 69 
280 01 
317 25 


21 
32 
33 
34 
36 
36 
37 
38 
39 

1-39 


379'60 

478 21 

654 37 

33 99 

39 56 

48 19 

62 48 

109 35 

56 19 


10 


• 186.02 
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De voorgaande berekening van de inhouden der driehoelges, als 
plat en rechthoekig beschouwd, mogen wij niet als nauwkeurig ge- 
noeg houden, dewijl wij daardoor van de onderstelling z^'n uitge- 
gaan, dat hunne schuine zijden rechte lijnen zijn. De loop der 
kromme 1^'n van figuur 5 doet immers zien, dat w^ die onderstel- 
ling, vooral niet bij het begin en het einde der kromme mogen 
aannemen, maar dat wij de schuine l^nen der driehoe]ges moeten 
vervangen door kromme lijnen. Wij komen alzoo tot het vraag- 
stuk om den inhoud eener vlakke kromme lijn bij benadering te 
vinden. 

Zooals men weet , beschouwt men voor dat doel , de kromme als eene 
parabool van hoogere macht, en neemt men tot gemak der berekening 
alle opvolgende abcissenverschiUen aan elkander gelijk; voor welke abcis- 
sen dan de ordinaten der kromme moeten bekend zijn. Alvorens wy 
dus tot de inhoud vinding van onze driehoekjes kunnen overgaan, is het 
allereerst noodig, dat wij de waarden van de hoeken P of der deelen 
van de basis van ieder der segmenten afzonderlijk even groot ma- 
ken, en daarna voor elk dier abcissen de overeenkomstige waarden 
der ordinaten berekenen. 

Deze bewerking geeft de gelegenheid aan de hand om de nauw- 
keurigheid der inhoudsvinding binnen veel engere grenzen te brengen 
dan wij tot hiertoe gedaan hebben, dewijl daardoor het aantal dee- 
len, waarin elke basis verdeeld wordt, meer en meer vergroot wordt. 
Het komt óns voor, dat wij ons doel, eenen genoegzamen graad van 
nauwkeurigheid, zullen bereiken, wanneer wij ons voor de verdeeling 
bepalen tot iedere 10' boogs van 0, alzoo dat elk der bogen van O 
tot 1", van 1 — 20 ... en van 11 tot 12^ nog in zes; en de bogen 

12» tot 120 20', enz en van 15° 40 tot 16o nog in twee gelijke 

deelen worden verdeeld ; door welke onderverdeeling onze kronune lijn 
van figuur 5, in 112 punten verdeeld wordt. Ware PC in functie 
van P gegeven, dan zou het eenvoudiger geweest zijn, de hoeken P 
van ieder der hierboven genoemde driehoeken in 6 of in 2 gelijke 
deelen te verdeden, en voor die tusschen waarden de PC of de ordi- 
naten volgens de alsdan bestaande formule te berekenen. Nu echter 
kunnen wij niet anders dan of met de nieuwe waarden vau die 
grootheden P en PC volgens formule 20' onmiddelijk berekenen, of 
die door interpolatiën vinden. Wij hebben de laatste bewerking als 
de eenvoudigste verkozen, en zoeken, uit de gegevens van tabel G, 
de tusschenwaarden van P en PC, door eerst in de helft, en later 
in drieën te interpoleeren. Wy vinden dan 
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Het tweede gedeelte N is gelgk de beide v,olgeude 



-ƒ5 {p^^a^Co82(p'-2aOo90.yJp^-a^Sin^(p}x 
XV^r^-p^-a'Cós^Cpi-^aCosCp.S^ p^-a^Sin'^cpldCp. 
Stellen wij, iu plaats vau den wortelvorm 

v'W=l-|-^-fJ-.... ....(19', 

dan komt er 



(a^Co820-2aCo80. ^ P*-a^ Sin^ 0)^ 
8(r^-p«)« 






^ -. — ;,,^ g-(7Q g2(p-2aQ?a^. \1 p'-ü^ Si n'^0 



.^-{1-^ 



2(r«^p«) 






]d(p. 



16(r*-p»)» 

Het oplossen dezer integraalformule zou neerkomen op het bere- 
kenen van 33 nog al vrij samengestelde termen, onder verwaarloo- 
zing van de vierde en hoogere machten der reeks, waarin x/l—/? 
(19'') ontwikkeld is. 

Heeft men de waarde van rJCo8^d0 gevonden, dan moet die 
nog door r gedeeld en dat quotient van $ worden afgetrokken, om 
den inhoud te verkrijgen van het driehoekig stuk SC^B (fig. 4). 

Wijj willen nu gaan onderzoeken, of deze integraalformule toege- 
past kan worden, 1" in het algemeen, of 2® in het bijzonder voor 
ons geval. 

Voor eene algemeene toepasselijkheid moeten in de eerste plaats 
de coëfficiënten der onderscheidene termen kleiner en kleiner worden, 
hoe meer termen men van \/l— ^(19") neemt. Wij zien dade- 



161 

lijk, dat bijna al de termen zijn aangedaan door een coëfficiënt van 

den vorm tt rrr: en het zal dus hoofdzakelijk van de waarde 

van (r'— p*) afhangen, of de reeks al dan niet convergeert. En al 

dadelijk zien wij in, dat daar r en p bijna aan elkander gelijk 

kunnen zijn, (r* — p*)' eene zeer kleine grootheid worden kan, en 

a*p' 

dus de breuk r-r r— in diezelfde en boven mate zal vergroot 

(r*-p*)' 

worden. 

Stellen wij b. v. r ^ 1000" en p = 999" of r = 0.0048481868 
p =r 0.0048432886 voor den straal = 1, 

dan is (r»-p*)» =0.0000.0004.6992, 

(r* - p» )* = 0.0002.1677.0850 , 

(r*-p*)ï = 0. 0".1019, 

(r>-p-)* = 0. 0".4787, 
enz. 

Daar nu de tellers der breuken, a en p standvastig bUjvende, bij 
elke benadering hoogstens een tweede macht hooger klimmen, zoo 
zal deze integraalformule in het algemeen des te minder converge- 
ren en zelfs divergeren, naarmate meer benaderingen aangewend 
worden. 

Of nu de integraalformule ook in ons geval, namelijk voor 
r = 1000", p = 900" en a = 1800", nog bruikbaar is, willen wij 
alleen wijzen op het toenemen van coëfficiënten der termen, die van 

de termen "^ en ^ en van de hoogere machten van Y 1— P afhan- 
o Ivf 

gen, die wij niet noodig gevonden hebben verder te ontwikkelen. 

Er doet zich tot eene algemeene toepassing dezer integraalformule, 

of beter gezegd tot het vinden van den inhoud van driehoek SO^B, 

bovendien nog eene andere zwarigheid op. In iig. 3 is namelijk 

de stand der schijven van zon en maan zó6 voorgesteld, dat de 

boog CqB door alle bogen SC slechts in één punt gesneden 

wordt; in die gevallen, maar ook in die alleen, mag men stellen 

TCoBzsTSB-O^SB (18) 

Dit heeft echter niet altijd plaats, want, wanneer de middelpun- 
ten van zon en maan zich meer en meer naderen tot dat de maans- 
rand bijna op het middelpunt der zon valt, dan komen daaronder 
standen voor, waarin enkele bogen CoC den boog C^^B in twee 
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punten ssiiJÉm aa^dmi;!^ eo; ditfi ssou het. hfuigsi moeidyi|fe zjjn, d#^. 
injioud v^ SCoB.3^ op lyat manjer ook, te bepalen. 

Om alle welke redenen wij het vinden van dea iö^ud SCqB 
doop middel' i^mor integraa]f6nz»ili& hoibhien moetdo. Qf giavenc. 

C» Voorbereide9kde berekening tot het vinden pan den 
inhoud der bedekte oppervlakte. 

Nu geene der aangewende methoden van ii^tograti^ ons hebben ge- 
leid tot het vinden van den bewasten inhoud, bleef ons niets axd&n 
over dBH d^ bepaMng van dien inhoud door verdeeKng de» opper- 
vlakte in driehoekjes. Tevens moesten wij> eeae method» aaiswenden 
die voor alle gevaU^^ (fyi in, heiii vraagfstuk kunnen voorkomen^ a^r 
wendbaar was. 

Deze methode bestond daarin, dat wij eene oppervlakte bereken- 
den, die niet zooals de driehoek 0^80 somtijds onmogelijk te be- 
rekenen was, maar een driehoek, die bij alle afstanden der middel- 
punten berekend konde worden; en deze is de driehoek TCoB, 
d«32elfdei dfi^hoek» wieBs. inhgud wij kenn€^ ^Qe^%, 

Tot é^ wöde hebben. w§ den l^wg ST (fig, i) *ot W iïh P vimj*^ 
Um^t en doPf P ea B eeik bpog F]^ v^n, ^u, groeten cirk^ 

TOöB=PCoB-PTB = PCoB-(PSB-'TSB) . . .(19) 

Dof^yi nvk d§ hi^eki CpPB blijkbaar e^e fmictie van tii/iqe dei^ 
d«)iiei«4$n <^m ^ ^m im di;ïej^pek §,0^]^ ^ipet ?öa^ ^ft, wjft ^ 
laatste oppervlakte te bezwarend gevonden hebben om te integreeren, 
zoo kan er des te minder sprake zijn van eene integratie der opper- 

viaöft ?fft>l,. m «itÖ¥fit ^ dfts teift J^tste, j^^s mAm^ om 4w 

dm^ i^ .^§^ «kintal d^i^ho^lg^s, i^ veyd^eekft,. eij, van ie^ dez^K öiie- 
hpplgj^ 4^ ifthomi te wekepr. Da^tpi^ l?ïengj^ wij dofti^ alli^ pu^r. 
t8S GitC,, . . .0^^^ en, de pQpl P» bog^ xan giiooie. ciiikeb,, die 
d^fur^flwr d^ c^p^rvliik*^ PCftB W ev,^ zop vel^; dziehoelge». yeisde)?'' 
IfiH^ 1P9E t^fl€k zijden bog^ vj^n grqotie cirkel3, en 4e deirde zij4^ 
deelm, ^jytn^€ai van de Iprpmrne 0^ B, v^ doors^jj^dipg. 

Om de elementen van deze driehoeken^ waardoor hunne inhouden 
bepaald kunnen worden, te vinden, moeten wy eerst bekend hebben 
dei ^oekssk P en, de aiüdeOi PQ ym ^l^im dri^h^. OiPCi, ^oz.; 
deza garootheden wosd^ii op de volgendo wi^ze gevoi^^n^ 

In «ak des driehoeken 8PC 9iJ9 gQgef$» SPqaQO^, SQ^fi 
uit tid>Ql F^ en de ingesloten hoek PSCss4^j de waarde van fi k 
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daarbij eene functie van SC in $ (tabel F). Door deze gegevens 
worden de onbekende grootheden P en PC door een der beide vol- 
gende stellen formulen berekend. 

Laat men uit eenig punt C, fig. 4, een loodrechten bpo^ CD op 
de basis SP neer, die deze in het punt D in twee stukkei»> SD -z:; y 
en PD:=;90^— y snijjdt» dan heeft men 

TffSD — TffSC.OoaS, 
en ÖMSD:a>«PI>2=Cb*SC!ÖMPC, 



of wel 2>y = Tfffi ..OosCpy 



Siny:Sin(9Q''-y) = Cot(p:Cotl^ of OotV — Coty.Cot<p, 
a«y:Co«(90*'-y)= Co«p:Cb*PC of Oosl?Gz=zTffy.OosP 



Brengt men de waarde van Tffyzzz Tg ^,Oos0 in de beide laat- 
sten over, dan komt er 

a)^P= ^^ en Có8l^G:=zSinfi.Cbê0; . . . {Wy 



{m 



en 



of wel, met behulp der Sfeperiaansohe analogiën» 

ïv,.rpa.l>l — ^iSÏZËÏÏ /Mil 1 
JS,i(C+P)_^^y^^.cw4S, j 

of in plaats van deze laatste 

amV0 = ^8kQC. 

Deze laatste fomralen ondei^aan, door SP=s 90o daarin over te 
brengen, de yolgende Tereenroudigingen 

De berekeningen volgens het eersto stel formulen (20') loopen 
spoediger af; zij volgen hier voor eenige waarden van 0, 
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! 


(p= 


V 


6» 


12» 


15» 


170 


17 «40' 


(3 = 
LogCot^ 
LogSinip 


63056'42' 
9.6892390 
8.2418553 


65n5'25' 
9.6635684 
9.0192346 

0.6443338 
12H6'49'0 


70'»9'24' 
9.5573588 
9.3178789 


75020'27' 
9.4176104 
9.4129962 


82«8'26' 
9.1400052 
9.4659353 


88U3'12' 
8.3491597 
9.4821283 


Log Cot 1^ 
P = 


1.4473837 
202'39'9 


0.2394799 
29«56'6r0 


0.0046142 
44H1'44'3 


9.6740699 
64»43'34'3 


8.8670314 
85®47'20'9 


Log Sin P 
LogCoscp 


9.9534566 
9,9999338 


9.9581786 
9.9976143 


9.9734162 
9.9904044 


9.9856278 
9.9849438 


9.9959011 
9.9805963 


9.9998916 

9.9790192 


CobYG 
PC = 


9.9533903 
26H'22'4 


9.9557929 
25024'56'1 


9.9638206 
28«3'49'4 


9.9705716 
20*5ri8'8 


9.9764974 
18H0'48'8 


9.9789108 
17»42'4r4 



De overige waarden van P en PC worden in tabel G gevonden. 



De gevondene waarden voor den hoek P en de z^de PC« van 
lederen bolvormigen driehoek PC^^jP, kunnen, dewijjl in ieder 
van deze twee zijden PO,.i en PC, en de ingesloten hoek P„— P..^ 
bekend zijn, gebruikt worden om den inhoud van ieder dezer drie- 
hoeken, door middel van hunne spherische excessen, te berekenen. 

Het is namelijk uit de bolvormige driehoeksmeting bekend, dat 
de inhoud van lederen bolvormigen driehoek tot dien van het sphe- 
risch octant dezelfde verhouding heeft als zijn spherisch exces tot 
een rechten hoek. Stelt I den inhoud van een bolvormigen drie- 
hoek, A dien van het spherisch octant, en f het spherisch exces voor, 
dan is 



90 
J:A = €:90«, of /=: — XA 



(22) 



of, wel, wanneer A^ B^ C de hoeken van den driehoek beteekenen 
^ (^+5 + C)-180o ^ 

Het spherisch exces f, dat onmiddellijk van de grootte der hoeken 
eens bolvormigen driehoeks afhangt, zal dus gevonden worden, wan- 
neer men 180® van de som dier hoeken aftrekt. Zijn de gegevens 
van een driehoek andere dan de drie hoeken, in ons geval twee 
zijden en de ingesloten hoek, dan vindt men s door de formule 



Cot{-sz=i 



Cot{a.Cöt{b+Co9C 



SinC 



welke, door te stellen 



Cot^^a.Cot\h 
CoaC 



= Tg^f^» 



tot dezen , beter voor de berekening geschikten , vorm wordt omgezet 



165 



Tg\€^TgCOo8^li (24) 

Hoewel deze formule eenvoudig genoeg voor de bewerking is, ge- 
ven wij toch aan de eerste de voorkeur, namelijk, aan het berekenen 
der beide overige hoeken van den driehoek. Daartoe hebben wij 
niets anders noodig dan de som der beide overige hoeken, en kan- 
nen wij volstaan met de berekening van de eerste formule der Ne- 
periaansche analogiên 

Wanneer wij de waarden van SC uit tafel F, voor waarden van (^ 
van 10 tot 10' wilden interpoleeren, en voor deze in tabel E de over- 
eenkomstige waarden van (3 zoeken, en verder, ?oor al die waarden 
van <:f, P en PC uit tabel G interpoleren, dan zouden wij de geheele 
bedekte oppervlakte der zon in 112 bolvormige driehoeken verdeelen. 

Het komt ons echter voor, dat de nauwkeurigheid ver genoeg 
voortgezet zal zijn, zoo wij ons voor de berekening van den inhoud 
bepalen tot de waarden van ^, in tabel F aangenomen, in welk 
geval er nog 39 bolvormige driehoeken te berekenen zijn; welker 
inhouden dan wellicht met minder moeite tot eiken gewenschten 
graad van nauwkeurigheid kunnen geinterpoleerd worden. 

Deze laatste verdeeling in 89 driehoeken behoudende, zoeken wij 
eerst de elementen derzelve uit tabel G» welke wij in tabel H mede 
deelen, om dan daarmede met behulp der formule (2^), de halve 
som der onbekende hoeken te berekenen. Tabel H bevat nog in hare 
laatste kolommen de sinus-versussen zoowel der enkele zijden als die 
van hunne gemiddelde waarden, welke wij later noodig zullen hebben. 

Ziehier de berekening van het spherisch exces b. 



Driehoek N*. 


1 


7 


13 


22 


81 


89 


J(PC,-PC.)= 

i(PC.+PC,)= 

i(P.-P.) = 


0»0'33''4 

26 4 55 7 

1 1 20 


0» 7'41''4 

25 17 15 8 

1 11 143 


0» 6' rs 

22 57 47 7 
88 37 2 


0» 9'22*'6 

20 41 66 5 

1 10 2 


00 6'38'2 
18 34 10 2 

1 30 20 l 


0» 0'59'7 

17 41 44 7 

l 38.53 5 


Log Cos 1 verschü 

LogSêC^fom 

LogCot^V^ 


0.0000000 
0.0466432 
1.7485312 


9.9999989 
0.0437499 
1.6834981 


9.9999993 
0.0358558 
1.9494433 


9.0999984 
0.0289794 
1.6910949 


9.9999992 
0.0282199 
1.5803179 


0.0000000 
0.0210511 
1.5409946 


i(C + C) = 
4P= 


1.7951744 

89« 4'54.68 

1 1 20.00 


1.7272469 

88«55'35M8 

1 11 14 30 


1.9852984 

89«24'26'58 

38 37 20 


1.7200727 

88«64'80'84 

l 30 20 


1.6035370 

88«84'21'95 

l 30 20 10 


1.5620457 

88»25'47M0 

l 38 53 50 


90» 4-** = 


90 6 14 68 
12' 29" 86 


90 6 49 48 
13'38'96 


90 3 3 73 
6'7'46 


90 4 31 04 
9' 2'08 


90 4 42 05 
9'24M0 


90 4 40 60 
9'2r20 



N. A. V. W. Dl. IX. 



13 
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Door op deze wijze de bewerkingen ?oort te zetten hebben wij de 
spherische excessen Tan al de 39 driehoeken rerkregen. 

Tabel I. Sphemche excessen der 39 bolvormige driehoeken. 



n\ 


e 




€ 


n". 


€ 


n«. 


e 


n«. 


€ 


1 


12'29'36 


9 


14'47'24 


17 


r o'oo 


25 


5'39''60 


33 ^ 


14'20''80 


2 


12 32 78 


10 


15 21 50 


18 


7 17 56 


26 


6 04 


34 


3 35 08 


3 


12 38 26 


11 


16 15 30 


19 


7 37 52 


27 


6 28 18 


35 


4 2 80 


4 


12 47 80 


12 


17 23 22 


20 


8 98 


28 


6 55 86 


36 


4 45 46 


5 


12 58 58 


13 


6 7 46 


21 


8 28 86 


29 


7 32 36 


37 


5 55 06 


6 


13 17 40 


14 


6 18 26 


22 


9 2 08 


30 


8 18 54 


38 


9 11 86 


7 


13 38 96 


15 


6 30 78 


23 


9 44 14 


31 


9 24 10 


39 


9 2120 


8 


14 5 84 


16 


6 4; 00 


24 


10 32 58 


32 


11 9 42 


1-39 


374'21''82 



D. Berekening van den inhoud van het bedekte gedeelte der zon 

en zyne verhouding tot de geheele zichtbare oppervlakte 

voor den aangenomen afstand der middelpunten. 

Zooals wij reeds hebben opgemerkt, is het halve bedekte gedeelte 
der zon TBC^T, fig. 4, ingesloten door een boog van een grooten 
cirkel CqT, door een boog van een kleinen cirkel TB, en door eene 
spherische lijn O^B, de doorsnede van het kegelvlak der maan met 
de oppervlakte der zon , — van welke kromme wij de vergelijking niet 
kennen, maar die wij aanvankelijk door 39 bogen van groote cirkels 
hebben vervangen. Dit bedekte gedeelte maakt een deel uit van de 
oppervlakte FBG^F, welke wig in bolvormige driehoeken hebben 
verdeeld, en verschilt daarvan de oppervlakte van den bijgevoegdea 
driehoek PBT. De laatstgenoemde driehoek is wederom gelijk aan 
het verschil van den zuiveren bolvormigen driehoek PBS, en het 
bolvormig segment BST, zoodat wij hebben 

Inh. TBOo = ^«^. PBOo -{Inh. PBS-/«A. TBS). 

Dewijl nu PBS en TBS nauwkeurig uit de gegevens kunnen be- 
rekend worden, zoo zullen wij ons eerst bezig houden met het vin- 
den van den inhoud PBO©. 

Genoemde inhoud kan nu op verschillende wijzen bepaald worden, 
naar gelang men voor de 1^'ntjes , die de deelpunten Co,C],C2,..B 
onderling verbinden, den een of anderen vorm meent te mogen aan- 
nemen. 



V 
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In de eerste plaata kan men de strooken, waarin 'w^ de opper- 
vlakte verdeeld hebben, beschouwen als zoovele bolvormige seg- 
menten, waarvan de hoeken aan de pool gelijk zijn aan de in 
tabel H gevondene hoeken P, en waarvan de boog het gemiddelde 
der zijden PCq en PC,, PC, en PCj enz. bedraagt; alsdan neemt 
men voor de verbindingslijntjes CqC, enz. kleine cirkels aan. 
. Ten anderen kannen wij elke strook PC^C, verdeelen in een 
segment PCqC', dat ontstaat, wanneer men uit P met de kleinste 
zijde P Co als straal een boog beschrijft, die de grootste zijde PC, 
in C' snijdt, en in een driehoekje Co CC,, hetwelk dan op een 
plat vlak moet worden overgebracht. 

Dat driehoekje zal rechthoekig zijn, en zijn inhoud kan gevonden 
worden, hetzij men zijne schuine zijde, ontwikkeld zijnde, als eene 
rechte lijn, hetzy als eene parabolische kromme van hoo- 
gere orde beschouwt. 

Ten derde, wanneer de boogjes CoC,, enz. als bogen van groote 
cirkels worden aangenomen, alsdan moeten alle strooken als bolvor- 
mige driehoeken behandeld worden. 

1®. De strooken beschouwd als segmenten met gemiddelde 
zijden tot hoog. 

Noemen wij / den inhoud van het bolvormig segment, en R den 
straal van den bol, dan is 

/ f* PO 
l = ^7rRxRSinvers\(?G^^V0,)x^=-^^ = 

= Ti2*X^|^X>5i»«^^«i(POo + PC,) .... (26) 

Ten einde aan de eene zijde te groote getallen, en aan de andere 
zijde te veel nullen achter het decimaalteeken te vermijden, nemen 
wij de minuut als eenheid aan, zoodat R = 3437'74677 moet ge- 
nomen worden. Hierdoor verandert de laatste formule in de volgende 

/ = ^X(343r74677)*xLCoPC,X^t^«-4(PCo+PC,)(26') 

of, de factor in logarithmen overgebracht en de hoeken CpPC en 
180®, in seconden uitgedrukt, verkrijgt men 

%LogR = 2 X 3.5862739 = 7.0726478 
Logv = 0.4971499 

Cb%180x3600" = 4.1884250- 10 

Log coefficient = 1.7581227 

18* 
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dus LogI=i 1.7581227 + Xo^iS&iwf«i(PCo+PCj) + 

+ %LCoPCi (in seconden) (26*) 

In tabel H worden in de kolom met F| — F^ aan het hoofd de 
waarden der hoeken CoPCi, en in de voorlaatste kolom de sinver- 



sussen van |(PCo + PC,) opgegeven, 
nu gemakkelijk en aldus 



De berekening van I gaat 



N». 


1 


7 


13 


22 


31 


^CoPC, 

Zo^CoPCi 

Log8invl,{YC,Jt^Q,) 

LogSinv coejffUcmt 


7359*9 
3.8668719 
9.0078971 
1.7581227 


8548*6 
3.9318950 
8.9814834 
1.7581227 


4634*3 
3.6659841 
8.8989664 
1.7581229 


8400*3 
3.9242948 
8.8098962 
1.7581227 


1084O''l 
4.0350383 
8.7165208 
1.7581227 


LogI 


4.6328917 
42942.93 


4.6715011 
46935.47 


4.3230734 
21041.33 


4.4923137 
31068.03 


4.5096768 
32335.20 



Op deze wijze zijn de inhouden van alle 39 bolvormige segmenten 
berekend, waarvan de uitkomsten in de volgende tabel K gevonden 
worden. 

Tahd K. Inhouden der bolvormige segmenten. 



IT. 


Inhoud. 


11 


Inhoud. 


N^ 


Inhoud. 


IT. 


Inhoud. 


1 


42942'93 


55912'16 


21 


29169'70 


31 


32335'29 


2 


43109 24 


12 


59813 24 


22 


31068 03 


32 


38378 92 


3 


43459 15 


¥ 


21041 33 


23 


33480 26 


33 


49486 37 


4 


43997 03 


1'4 


21678 70 


24 


36389 43 


34 


12325 65 


5 


44748 10 


15 


22396 22 


25 


19454 84 


35 


13920 00 


6 


45699 92 


16 


28189 98 


26 


20629 30 


36 


16289 86 


7 


46935 47 


17 


24070 00 


27 


22087 57 


37 


20346 88 


8 


48539 03 


18 


25073 44 


28 


23834 87 


38 


31640 04 


9 


50411 08 
52826 95 


19 
20 


26218 57 
27563 05 


29 
30 


25926 26 
28471 40 


39 
1—39 


32171 30 


10 


1287031.54 



De inhouden dezer 39 driehoekjes bij elkander geteld, verkrijgt 
men voor hunne som den gevraagden inhoud van 

PBCo = 1,286,031'54 D minuten. 

De vorm der formule (26) geeft wel aanleiding, om den inhoud 
van een bolvormig segment als eene volkomen ontwikkelbare opper- 
vlakte op een plat vlak over te brengen. Immers zijj bestaat uit 
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/C PC 
twee factoren l^ ^tfBx oi>a ' > ^^^ ï*» ®®" gedeelte van den 

860 

omtrek van den grooten cirkel van den bol, en 2^ BSini>efa 
J^(PC^j + PCj), dat is de sinusversus van den boog van het segment; 
en daar deze beide factoren zich in dezelfde eenheid laten uitdrukken, 
zoo zal de oppervlakte van elk bolvormig segment kunnen voorge- 
steld worden dooreen op schaal geteekenden platten rechthoek. 
Alle onze 39 bolvormige segmenten zullen dan zoovele rechthoeken 
kunnen voorstellen, met den eersten factor als grondlijnen of abcissen 
en met den tweeden als opstaande zyden of ordinaten; en wanneer 
wij nu al die grondlijnen naast elkander op eene rechte lijn plaat- 
sen, en dus ook de rechthoeken, die ook verschillende hoogten heb- 
ben, dan zal de fig. 5 den* geheelen inhoud PBCq, op een plat 
vlak ontwikkeld, voorstellen. De geheele basis van de aldus ontstane 
figuur zal dan, R weder in minuten uitdrukkende, gelijk z\jn aan 

/ P Tl P 8Q'^5'7'' 

2Ti2X^J~ = 2^X843r74677x--3g^ 

de hoogte van den eersten rechthoek zziRx Sinv26^ ^'byi :=, 
= 3437'74677X 0.101825 = 849'963; en die van den laatsten 
= 3437'74677 X 0.047316 = 161'610. Nemen wij nu, om de figuur 
te teekenen, bijv. voor iedere 1000' van de basis eene lengte van 
25 mm., en, ten einde de kromte der lijn beter te doen uitkomen, 
voor iedere 100' der hoogte eene lengte van 50 mm, dan ontstaat 
figuur 5, waarin al de 39 segmenten afgekort, om ruimte te 
winnen, naast elkander voorkomen. 

2®. De atrooken verdeeld in segmenten en driehoekfes» 

Wanneer wij in elke strook C^PCi uit de pool P met de klein- 
ste z^de PCq als straal een cirkelboogje beschrijven, die de langste 
z\jde PCi in C' ontmoet, dan verdeelen wij die allen in segmenten 
met hunne kleinste zijden tot boog, en in een driehoekje CoC,C'. 
De inhouden van de achtereenvolgende segmenten worden dan op 
de zoo even aangewezene manier, doch met de kleinste zijde als 
boog, nauwkeurig gevonden; doch de inhouden der driehoekjes, — daar 
voor deze geene formule op den bol te vinden is, en zij dus ook 
niet volkomen op een plat vlak kunnen worden uitgelegd — , moeten 
door benadering gevonden worden. 

Berekenen wij eerst de inhouden der segmenten. Hiertoe moeten 
wij nemen de sinus-versussen der kleinste bogen van eiken driehoek. 
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welker waarden in de laatste kolom van tabel H gevonden worden. 
De berekening geschiedt weder volgens formule (26*). 

Tabel L. Inhouden der bolvormige segmenten. 



N^ 


Inbond. 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


Inhoud. 


21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


Inhoud. 


31 
32 
33 
84 
35 
36 
37 
38 
39 

1-39 


Inhoud. 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


42912'99 
43021 37 
43313 16 
43779 58 
44441 34 
45328 52 
46466 72 
47896 83 
49697 42 
51947 07 


54817'04 
58436 57 
20860 24 
21480 97 
22179 57 
22951 80 
23809 33 
24784 90 
25897 99 
2721100 


2875ni 
30606 47 
32943 68 
35763 03 
19278 30 
20435 07 
21869 67 
23587 18 
25645 81 
28142 56 


31954'57 
37899 28 
48830 72 
12292 25 
13877 17 
16236 77 
20283 60 
31530 85 
32114 86 

1273282.86 



Berekening van de inhouden der driehoekfes. 

Leggen wij zooveel doenlijk de overgeblevene driehoekjes op een 
plat vlak neer, dan zullen zij, dewijl de zijden der segmenten lood- 
recht op hunne basissen staan, ook rechthoekige driehoelges moeten 
vormen, wier basissen, ontwikkeld, gelyk zijn aan den boog van 
den kleinen cirkel, die ook de bogen der segmenten vormt, en wier 
hoogten, mede ontwikkeld, gelijk zijn aan het verschil der zijden van 
iedere strook of segment; derhalve hunnen 

Inhoud — (LGoVGiXSin'PGt)x \(P^o-^^i)' 
Voor de inhouden dezer driehoekjes, als zoodanig beschouwd, 
vinden wij in tabel M de volgende waarden. 

Tabel M. Inhoud der rechthoekige driehoel^es. 



N^ 


Inhoud. 


11 

12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


Inhoud. 


21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


Inhoud. 


N«. 


Inhoud. 


1 

2 
3 
4 
5 

4 
7 
8 
9 


30'01 
88 24 
150 45 
217.00 
289 50 
370 46 
464 31 
575 43 
709 93 
876 11 


1092'23 
1368 30 
180 95 
197 35 
216 08 
237 44 
260 21 
287 67 
319 55 
350 76 


411'14 
460 42 
53310 
623 57 
174 44 
193 33 
217 75 
246 69 
280 01 
317 25 


21 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
88 
89 

1-39 


379'60 

478 21 

654 87 

33 99 

39 56 

48 19 

62 48 

109 35 

56 19 


10 


• 136.02 
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De voorgaande berekening yan de inhouden der driehoel^eB, als 
plat en rechthoekig beschouwd, mogen wij niet als nauwkeurig ge^ 
noeg houden, dewijl wij daardoor van de onderstelling zign uitge- 
gaan, dat hunne schuine zijden rechte lijnen zign. De loop der 
kromme lijn van figuur 5 doet immers zien, dat wij die onderstel- 
ling, vooral niet bij het begin en het einde der kromme mogen 
aannemen j maar dat wij de schuine lijjnen der driehoekjes moeten 
vervangen door kromme lijnen. Wij komen alzoo tot het vraag- 
stuk om den inhoud eener vlakke kromme lijn bij benadering te 
vinden. 

Zooals men weet, beschouwt men voor dat doel, de kromme als eene 
parabool van hoogere macht, en neemt men tot gemak der berekening 
alle opvolgende abcissen verschillen aan elkander gelijk; voor welke abcis- 
sen dan de ordinaten der kromme moeten bekend zijn. Alvorens wij 
dus tot de inhoud vinding van onze driehoekjes kunnen overgaan, is het 
allereerst noodig, dat wij de waarden van de hoeken P of der deelen 
van de basis van ieder der segmenten afzonderlijk even groot ma- 
ken, en daarna voor elk dier abcissen de overeenkomstige waarden 
der ordinaten berekenen. 

Deze bewerking geeft de gelegenheid aan de hand om de nauw- 
keurigheid der inhoudsvinding binnen veel engere grenzen te brengen 
dan wij tot hiertoe gedaan hebben, dewijl daardoor het aantal dee- 
len, waarin elke basis verdeeld wordt, meer en meer vergroot wordt. 
Het komt óns voor, dat wij ons doel, eenen genoegzamen graad van 
nauwkeurigheid, zullen bereiken, wanneer wij ons voor de verdeeling 
bepalen tot iedere 10' boogs van 0, alzoo dat elk der bogen van O 
tot 1', van 1 — 2® ... en van 11 tot 12® nog in zes; en de bogen 

12® tot 320 20', enz en van 15^40 tot 16° nog in twee gelyke 

deelen worden verdeeld; door welke onderverdeeling onze kromme lijn 
van figuur 5, in 112 punten verdeeld wordt. Ware PC in functie 
van P gegeven, dan zou het eenvoudiger geweest zijn, de hoeken P 
van ieder der hierboven genoemde driehoeken in 6 of in 2 gelijke 
deelen te verdeelen, en voor die tusschenwaarden de PC of de ordi- 
naten volgens de alsdan bestaande formule te berekenen. Nu echter 
kunnen wij niet anders dan óf met de nieuwe waarden van die 
grootheden P en PC volgens formule 20* onmiddelijk berekenen, of 
die door interpolatiën vinden. Wij hebben de laatste bewerking als 
de eenvoudigste verkozen, en zoeken, uit de gegevens van tabel G, 
de tusschenwaarden van P en PC, door eerst in de helft, en later 
in drieën te interpoleeren. Wig vinden dan 
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Het tweede gedeelte N is gelijk de beide volgende 



Stellen wij, in plaats van den wortelvorm 

v'W = l-|-^-f^-.... ....(19') 

dan kooit er 



{a^Co820-2aCo8$.yJp^-a^Sin^0y 
8(r«-p*)» 









{a*a?«24)— 2flCb«<J). \l p^-a>Sin'C\>y 



\d(p. 



16(r*-p*)» 

Het oplossen dezer integraalformule zou neerkomen op het bere- 
kenen van 33 nog al vrij samengestelde termen, onder verwaarloo- 
zing van de vierde en hoogere machten der reeks, waarin Vl— /? 
(19") ontwikkeld is. 

Heeft men de waarde van rJCo8^d(p gevonden, dan moet die 
nog door r gedeeld en dat quotient van worden afgetrokken, om 
den inhoud te verkrijgen van het driehoekig stuk SCqB (fig. 4). 

Wij willen hu gaan onderzoeken, of deze integraalformule toege- 
past kan worden, !• in het algemeen, of 2" in het bijzonder voor 
ons geval. 

Voor eene algemeene toepasselijkheid moeten in de eerste plaats 
de coëfficiënten der onderscheidene termen kleiner en kleiner worden, 
hoe meer termen men van Vl— ^(19") neemt. Wij zien dade- 
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lijk, dat bijna al de termen zijn aangedaan door een coëfficiënt van 

den vorm -rn 777' en het zal dus hoofdzakelijk van de waarde 

van (r-— p*) afhangen, of de reeks al dan niet convergeert. En al 
dadelijk zien wij in, dat daar r ea p bijna aan elkander gelijk 
kunnen zijn, (r* — p^)' eene zeer kleine grootheid worden kan, en 

dus de breuk r-z rr: ^^ diezelfde en boven mate zal vergroot 

worden. 

SteUen wij b. v. r = 1000" en p = 999" of r = 0.0048481368 
p = 0.0048432886 voor den straal =1, 



dan is (r* — p*)' = 0.0000.0004.( 

(r» -p*)* = 0.0002.1677.0850, 

(r2-p*)i=:0. 0»M019, 

(r»-p')* = 0. O" 4787, 
enz. 

Daar nu de tellers der breuken, a en p standvastig blijvende, bij 
elke benadering hoogstens een tweede macht hooger klimmen, zoo 
zal deze integraalformule in het algemeen des te minder converge- 
ren en zelfs divergeren, naarmate meer benaderingen aangewend 
worden. 

Of nu de integraalformule ook in ons geval, namelijk voor 

r = 1000", p = 900" en a = 1800", nog bruikbaar is, willen wij 

alleen wijzen op het toenemen van coëfficiënten der termen, die van 

p^ p^ f 

de termen ^ en ^ en van de hoogere machten van yl-^p af han- 

o lO 

gen, die wij niet noodig gevonden hebben verder te ontwikkelen. 

Er doet zich tot eene algemeene toepassing dezer integraalformule, 
of beter gezegd tot het vinden van den inhoud van driehoek SO^B, 
bovendien nog eene andere zwarigheid op. In fig. 3 is namelijk 
de stand der schijven van zon en maan zod voorgesteld, dat de 
^^K ^0^ door alle bogen SC slechts in één punt gesneden 
wordt; in die gevallen, maar ook in die alleen, mag men stellen 

TOoB = TSB-C<>SB (18) 

Dit heeft echter niet altijd plaats, want, wanneer de middelpun- 
ten van zon en maan zich meer en meer naderen tot dat de maans- 
rand bijna op het middelpunt der zon valt, dan komen daaronder 
standen voor, waarin enkele bogen CqC den boog C^^B in twee 
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punten aujfen aa^dan; eo> ém sk)« bet. boagsi moeidyjlb z$o, dj^o. 
injioud va^ SCoB.,^ op vat manjer ook, te bepalen. 

Om alle welke redenen wij het vinden van dea inhoud SC^B 
doop middel' t^&aat inlegradübnituk) heibbcn mgeten. Ofp^venr. 

C» Voorbereidende herekemngi tot het vinden van den 
inhoud der bedekte oppervlakte. 

Nu geene der aangewende methoden van ii>tQgrati« ons hebben ge- 
leid tot het vinden van den bewusten inhoud, bleef ons niets aader» 
over dan de bepaMng van dien inhoud door verd)e6ën2> der o]^r- 
vlakte in driehoekjes. Tevens moesten wi| eeae method aanwenden 
die voor alle geval^^ dM ii^. hefi vraagstuk kunnen voorkomen,, b;^^^ 
wendbaar was. 

Deze methode bestond daarin, dat wij eene oppervlakte bereken- 
den, die niet zooals de driehoek Cq SC somt^'ds onmogelijk te be- 
rekenen was, maar eea driehoek, die bij alle afstanden der middel- 
punten berekend konde worden; en deze is de driehoek TGqB, 
dftEell!^ driehoek « vfioBia inhoud wij kenofin iuQe^%, 

Tot i»ii m^Q hehbeQ. w^ dm l)pog &T (% 4) *ot W ï^ V vei?^ 
le^, en dopr P ea B eea bpog PB v^n, een. groepten oirkel 

T:OoB=PCpB-PTB=POoB-(PSB-TSB) . . . (19) 

Poifijl nu; de hpek, G^PB blijkbaar e^e fnxictie van tiiK^ dei; 
otooaeifttl^n 0? m ^ ^m de» dipleftpek ^Q^l^ ^apet }^^^ ^\ki ^% ^ 
laatste oppervlakte te bezwarend gevonden hebben om te integreeren, 
zoo kan er des te minder sprake zijn van eene integratie der opper- 
vlakte ^^1^,, ^ fl/i^t ei; 4i|s te» l^^tsl». i^^ w4qïRf, o^fer d^ 
Aem W ^m «^(ftW, dqeho^kjfïs, t? veydeeteft,. ep, van ie^ei; d^zec 4iie- 
hiH^lsjm ^ intoiwi t^ i^eken., Da^« l^rengi^ wq clof^ aüj^ punr. 
Urn GfiC,, . . .0.,^ en, de popl Pi bogp« xan gïioolte ciife*?;, die 
^nurdppr dft. q^p^rvl^lrtfr PCgB m ev.^ zpo vele diiehadge» YOide^- 
\m$ TPW t^€|f^ zijden bog^ y^n gjpoote djrkels, en 4e de^de zij^ 
deelo^, Hjtmal^^ Ym de ]|:rx)mme C^ B, v^ doora)»j|jdi;)g. 

Om de elementen van deze driehoeken^ waardoor hunne inhouden 
bepaald kunnen worden, te vinden, moeten wy eerst bekend hebben 
de> ^oèksak P en de z^den PO van ^Xjim drii^h^ CiPOt» ^oz.; 
dezOi gioothedan wiocdjE» op de volgende wijjze gevoflkdenu 

In dk des dnehoeken SPQ «ijqi ge^e^u SP=»9Q<*, W^0^ 
uitt tabei 9^ en de ingesloten hoek PSCss^^ de waarde van fi is 
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daarby eene functie van SC in $ (tabel F). Door deze gegevens 
worden de onbekende grootheden P en FG door een der beide vol- 
gende stellen formulen berekend. 

Laat men uit eenig punt G, fig. 4, een loodrechten bpo^ GD op 
de basis SP neer, die deze in het punt D in twee stukke^. SD -::;=; 7 
en PD =5 90°— y snijdt» dan heeft men 

en ÖmSD: Cb«PD = Cb*SG: öwPC, 



of wel 2>y = Tpfi ,Co9(p, 

f'}(«0) 



Siny:Sin(90''''y) = Ck>t(p: CotV of OotV =^Ooty.Cot(p, 
a?«y:(7o«(90**-7)=: C7o«P:(7mPO of CöaVCzszTffy.Chsp, 



Br^gt men de waarde van Tffy = Tff^.Cö80 in de beide laat- 
sten over, dan komt er 

a>^P= —^ en Oo8'PO = Sitifi.ebê0; . . . (30'-). 
of wel, met behujip der DTeperiaansche aoalogiën» 






pi), 



of in plaats ran deze laatste 



Deze laatste fonnulen ondergaan, door SP = 90' daarin over te 
brengen, de volgende Tereenrondigingen 

m(B-C):=Cbtff\{9V^p).Oot{(p, ^^^^^ 

De berekeningen volgens het eerste stel formulen (20') loopen 
spoediger af; zig volgen hier voor eenige waarden van 0, 
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= 



Zoff Cot (3 
Zo ff Sin (p 

LogCotV 

Log^n^ 
LogCo8<p 

C7o«PC 
PC = 



63ö56'4.2' 
9.6892390 
8.2418553 



1.4473837 
202'39''9 



9.9534565 
9,9999338 



9.9533903 
26H'22''4 



6° 



65n5'25' 
9.6635684 
9.0192346 



0.6443338 
12H6'49''0 



9.9581786 
9.9976143 



9.9557929 
25'>24'66'1 



12'> 



70ö9'24'' 
9.5573588 
9.3178789 



0.2394799 
29»56'5r0 



9.9734162 
9.9904044 



9.9638206 
23»8'49''4 
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75020'27' 
9.4176104 
9.4129962 



0.0046142 
44Hr44'3 



9.9856278 
9.9849438 



9.9705716 
20«51'18'8 
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82«8'26' 
9.1400052 
9.4659353 



9.6740699 
64043'84'3 



9.9959011 
9.9805963 



9.9764974 
18H0'48''3 



17 «40' 



88«43'12' 
8.3491597 

9.4821283 



8.8670314 
85«47'20'9 



9.9998916 
9.9790192 



9.9789108 
17"42'41'4 



De overige waarden van P en PC worden in tabel G gevonden. 



De gevondene waarden voor den hoek P en de zijde PC, van 
iederen bolvormigen driehoek PC._iP, kunnen, dewijl in ieder 
van deze twee zijden P O, ^^ en PC, en de ingesloten hoek P,— P,-i 
bekend zijn, gebruikt worden om den inhoud van ieder dezer drie- 
hoeken, door middel van hunne spherische excessen, te berekenen. 

Het is namelijk uit de bolvormige driehoeksmeting bekend, dat 
de inhoud van iederen bolvormigen driehoek tot dien van het sphe- 
risch octant dezelfde verhouding heeft als zijn spherisch exces tot 
een rechten hoek. Stelt I den inhoud van een bolvormigen drie- 
hoek, A dien van hét spherisch octant, en e het spherisch exces voor, 

dan is 

90 
/:A=:0:9OO, of / = — XA (22) 

of, wel, wanneer A, B^ C de hoeken van den driehoek beteekenen 

(22) 



(^+£+^-^1800 

900 ^^ 



Het spherisch exces s, dat onmiddellijk van de grootte der hoeken 
eens bolvormigen driehoeks afhangt, zal dus gevonden worden, wan- 
neer men 180 ^ van de som dier hoeken aftrekt. Zijn de gegevens 
van een driehoek andere dan de drie hoeken, in ons geval twee 
zijden en de ingesloten hoek, dan vindt men s door de formule 

^^, Ootla.Cotlè+CosC 

^^^•'= ^ ' 



welke, door te stellen 



C08C 



Tg^fi, 



tot dezen, beter voor de berekening geschikten, vorm wordt omgezet 
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Tg\€ = TgCCo9^ti (24) 

Hoewel deze formule eenvoudig genoeg voor de bewerking is, ge- 
ven wij toch aan de eerste de voorkeur, namelijk, aan het berekenen 
der beide overige hoeken van den driehoek. Daartoe hebben wij 
niets anders noodig dan de som der beide overige hoeken, en kun- 
nen wij volstaan met de berekening van de eerste formule der Ne- 
periaansche analogiën 

r,.(c,..H.c,)=^i^^J-|la,H(P.-P.-.) . (85) 

Wanneer wij de waarden van SC uit tafel F, voor waarden van 
van 10 tot 10' wilden interpoleeren, en voor deze in tabel E de over- 
eenkomstige waarden van ^ zoeken , en verder, voor al die waarden 
van 4), P en PO uit tabel G interpoleren, dan zouden wij de geheele 
bedekte oppervlakte der zon in 112 bolvormige driehoeken verdeden. 

Het komt ons echter voor, dat de nauwkeurigheid ver genoeg 
voortgezet zal zijn, zoo wij ons voor de berekening van den inhoud 
bepalen tot de waarden van ^, in tabel E aangenomen, in welk 
geval er nog 39 bolvormige driehoeken te berekenen zijn; welker 
inhouden dan wellicht met minder moeite tot eiken gewenschten 
graad van nauwkeurigheid kunnen geïnterpoleerd worden. 

Deze laatste verdeeling in 89 driehoeken behoudende, zoeken wij 
eerst de elementen derzelve uit tabel Q, welke wij in tabel H mede 
deelen, om dan dalurmede met behulp der formule (2'5), de halve 
som der onbekende hoeken te berekenen. Tabel H bevat nog in hare 
laatste kolommen de sinus-versussen zoowel der enkele zijden als die 
van hunne gemiddelde waarden » welke wij later noodig zullen hebben. 

Ziehier de berekening van het spherisch exces s. 



Driehoek N«. 


1 


7 


13 


22 


31 


39 


J(PC.-PC.)= 
|(PC.+PC.)= 


0«0'33'4 

26 4 55 7 

1 1 20 


0» VAXU 

25 17 15 8 

l 11 143 


0» 6' 1*8 

22 57 47 7 

38 37 2 


0» 9'22''6 

20 41 56 5 

l 10 2 


0* 6'38'2 

18 34 10 2 

1 30 20 l 


0» 0'59»7 

17 41 44 7 

l 38.53 5 


Log Cos j verschil 

Log See \ som 

LogCot^V = 


0.0000000 
0.0466432 
1.7485312 


9.9999989 
0.0437499 
1.6834981 


9.9999993 
0.0358558 
1.9494433 


9.0999984 
0.0289794 
1.6910949 


9.9999992 
0.0232199 
1.5803179 


0.0000000 
0.0210511 
1.5409946 


i(C + C) = 

^p= 


1.7951744 

89* 4'54.68 

l 1 20.00 


1.7272469 

88«55'35»18 

1 II 14 30 


1.9852984 

89«24'26'53 

38 37 20 


1.7200727 

88«64'80'84 

l 30 20 


1.6035370 

88«34'2r95 

l 30 20 10 


1.5620457 

88«»25'47M0 

l 38 53 50 




90 6 14 68 
12' 29' 36 


90 6 49 48 
13'38'96 


90 3 3 73 
6'7'46 


90 4 31 04 
9' 2'08 


90 4 42 05 
9'24M0 


90 4 40 60 
9'2r20 



N. A. V. W. Dl. IX. 



13 
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Door op deze wijze de bewerkingen ?oort te zetten hebben wij de 
spherische excessen Tan al de 39 driehoeken rerkregen. 

Tabel I. Spherische excessen der 39 bolvormige driehoeken. 



n\ 


e 


55—- 


e 


n\ 


€ 


n«. 


6 


n«. 


e 


1 


12'29'36 


9 


14'47'24 


17 


T O'OO 


25 


5'39''60 


33 - 


14'20''80 


2 


12 32 78 


10 


15 21 50 


18 


7 17 56 


26 


6 04 


34 


3 35 08 


3 


12 38 26 


11 


16 15 30 


19 


7 37 52 


27 


6 28 18 


35 


4 2 80 


4 


12 47 80 


12 


17 23 22 


20 


8 98 


28 


6 55 86 


36 


4 45 46 


5 


12 58 58 


13 


6 7 46 


21 


8 28 86 


29 


7 32 36 


37 


5 55 06 


6 


13 17 40 


14 


6 18 26 


22 


9 2 08 


30 


8 18 54 


38 


9 1186 


7 


13 38 96 


15 


6 30 78 


23 


9 44 14 


31 


9 24 10 


39 


9 21 20 


8 


14 5 84 


16 


6 4^00 


24 


10 32 58 


32 


11 9 42 


1-39 


374'2r82 



D. Berekening van den inhoud van het bedekte gedeelte der zon 

en zyne verhouding tot de geheéle zichtbare oppervlakte 

voor den aangenomen afstand der middelpunten, 

Zooals wij reeds hebben opgemerkt, is het halve bedekte gedeelte 
der zon TBC^T, fig. 4, ingesloten door een boog van een grooten 
cirkel CoT, door een boog van een kleinen cirkel TB, en door eene 
spherische lijn* C^B, de doorsnede van het kegelvlak der maan met 
de oppervlakte der zon , — van welke kromme wij de vergelijking niet 
kennen, maar die wij aanvankelijk door 39 bogen van groote cirkels 
hebben vervangen. Dit bedekte gedeelte maakt een deel uit van de 
oppervlakte PBC^P, welke wig in bolvormige driehoeken hebben 
verdeeld, en verschilt daarvan de oppervlakte van den bijgevoegden 
driehoek PBT. De laatstgenoemde driehoek is wederom gel^'k aan 
het verschil van den zuiveren bolvormigen driehoek PBS, en het 
bolvormig s^ment BST, zoodat wij hebben 

Inh.TBOo = Inh.VBCo-{Inh.'PBS'^Inh.TBB). 

Dewijl nu PBS en TBS nauwkeurig uit de gegevens kunnen be- 
rekend worden, zoo zullen wij ons eerst bezig houden met het vin- 
den van den inhoud PBC©. 

Genoemde inhoud kan nu op verschillende wijzen bepaald worden, 
naar gelang men voor de ligntjes , die de deelpunten Co,Ci,C,,..B 
onderling verbinden, den een of anderen vorm meent te mogen aan- 
nemen. 
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In de eerste plaata kan men de strooken, waarin w^ de opper- 
vlakte verdeeld hebben, beschouwen als zoovele bolvormige seg- 
menten, waarvan de hoeken aan de pool gelijk zijn aan de in 
tabel H gevondene hoeken P, en waarvan de boog het gemiddelde 
der zijden PC^ en PCi, PCj en PCj enz. bedraagt; alsdan neemt 
men voor de verbindingslijntjes CoCj enz. kleine cirkels aan. 
. Ten anderen kunnen wij elke strook PC^C, verdeden in een 
segment PCqC', dat ontstaat, wanneer men uit P met de kleinste 
zijde PCo als straal een boog beschrijft, die de grootste zijde PC| 
in C' snijdt, en in een driehoekje CoC'C|, hetwelk dan op een 
plat vlak moet worden overgebracht. 

Dat driehoekje zal rechthoekig zign, en zijn inhoud kan gevonden 
worden, hetzij men zijne schuine zijde, ontwikkeld zijnde, als eene 
rechte lijn, hetzij als eene parabolische kromme van hoo» 
gere orde beschouwt. 

Ten derde, wanneer de boogjes CqCj, enz. als bogen van groote 
cirkels worden aangenomen, alsdan moeten alle strooken als bolvor- 
mige driehoeken behandeld worden. 

1®. De strooken beschouwd als segmenten met gemiddelde 
zijden tot hoog. 

Noemen wij / den inhoud van het bolvormig segment, en R den 
straal van den bol, dan is 

/ C PO 
1 = 2T5xi2^c«-«i(PC,+PC,)X-=-^^ = 

= »iJ*X^^X«»P«'»|(PO,+PC.) .... (26) 

Ten einde aan de eene zijde te groote getallen, en aan de andere 
zijde te veel nullen achter het decimaalteeken te vermijden, nemen 
wy de minuut als eenheid aan, zoodat K = 3437'74677 moet ge- 
nomen worden. Hierdoor verandert de laatste formule in de volgende 

/ = ^X(3437'74677)*xLCoPC,X^t?^«i(PCo+PC,)(26') 

of, de factor in logarithmen overgebracht en de hoeken CoPC en 
180®, in seconden uitgedrukt, verkrijgt men 

%LogR = %y^ 3.5862739 = 7.0726478 
Log^ =0.4971499 

Cb%180x3600" = 4.1884250- 10 

Log coefficient = 1.7581227 

18* 
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dus Logl^ 1.7581227 + 2:0^ iS&iü^«j (PCo+PCi) + 

+Xo^LCoPCi (in seconden) (26*) 

In tabel H worden in de kolom met Pi— Po aan liet hoofd de 
waarden der hoeken CoPCi, en in de ydörlaatste kolom de sinrer- 
sussen yan 4^(PCo+PC,) opgegeven. De berekening yan / gaat 
nu gemakkelijk en aldus 



N». 


1 


7 


13 


22 


81 


Z.O0PC, 

Zo^ ^t^|(PCo + PC,) 
LogSinv coejffUcmt 


7359*9 
3.8668719 
9.0078971 
1.7581227 


8648*6 
3.9318950 
8.9814834 
1.7581227 


4634*3 
3.6659841 
8.8989664 
1.7581229 


8400*8 
3.9242948 
8.8098962 
1.7581227 


10840*1 
4.0350333 
8.7165208 
1.7581227 


LogI 


4.6328917 
42942.93 


4.6715011 
46935.47 


4.3230734 
21041.33 


4.4923137 
31068.03 


4.6096768 
32835.20 



Op deze wi[jze zijn de inhouden ran alle 39 bolvormige segmenten 
berekend, waarvan de uitkomsten in de volgende tabel K gevonden 
worden. 

Tabel K. Inhouden der bolvormige segmenten. 



ir. 


Inhoud. 


IT. 
11 


Inhoud. 


IT. 


Inhoud. 


IT. 


Inhoud. 


1 


42942^93 


55912'16 


21 


29169'70 


31 


32335'29 


2 


43109 24 


12 


59813 24 


22 


31068 03 


32 


38378 92 


3 


43459 15 


¥ 


21041 33 


23 


33480 26 


33 


49486 37 


4 


43997 03 


1'4 


21678 70 


24 


36389 43 


34 


12325 66 


5 


44748 10 


16 


22396 22 


25 


19454 84 


35 


18920 00 


6 


45699 92 


16 


23189 98 


26 


20629 30 


36 


16289 86 


7 


46935 47 


17 


24070 00 


27 


22087 57 


37 


20346 88 


8 


48539 03 


18 


25073 44 


28 


23834 87 


38 


31640 04 


9 


50411 08 
52826 95 


19 
20 


26218 57 
27563 OB 


29 
30 


25926 26 
28471 40 


39 
1—39 


32171 30 


10 


1287031.64 



De inhouden dezer 39 driehoekjes bij elkander geteld, verkrygt 
men voor hunne som den gevraagden inhoud van 

PBCo = 1,286,031'64 D minuten. 

De vorm der formule (26) geeft wel aanleiding, om den inhoud 
van een bolvormig segment als eene volkomen ontwikkelbare opper- 
vlakte op een plat vlak over te brengen. Immers zijj bestaat uit 
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/ C PC 
twee factoren l^ ^ttRx — qJTT"' » ^^^ ^^ ®®" gedeelte van den 

omtrek van den grooten cirkel ?an den bol, en 2^. RSmvefa 
j^(PCq + PCj), dat is de sinusversus ran den boog ran het segment; 
en daar deze beide factoren zich in dezelfde eenheid laten uitdrukken, 
zoo zal de oppervlakte van elk bolvormig segment kunnen voorge- 
steld worden door een op schaal geteekenden platten rechthoek. 
Alle onze 39 bolvormige segmenten zullen dan zoovele rechthoeken 
kunnen voorstellen, met den eersten factor als grondlijnen of abcissen 
en met den tweeden als opstaande zijden of ordinaten; en wanneer 
wij nu al die grondlijnen naast elkander op eene rechte 1^'n plaat- 
sen, en dus ook de rechthoeken, die ook verschillende hoogten heb- 
ben, dan zal de fig. 5 den* geheelen inhoud PBCq, op een plat 
vlak ontwikkeld, voorstellen. De geheele basis van de aldus ontstane 
figuur zal dan, B weder in minuten uitdrukkende, gelijk z\jn aan 

2T22x^g^ = 2TX3437\74677x^~^ 

de hoogte van den eersten rechthoek zzzEX Sinv26^ é'hh'l :=. 
= 3437^74677 X 0.101826 = 349'963; en die van den laatsten 
= 3437'74677 X 0.047316 = 16r610. Nemen wij nu, om de figuur 
te teekenen, bijv. voor iedere 1000' van de basis eene lengte van 
25 mm., en, ten einde de kromte der lijn beter te doen uitkomen, 
voor iedere 100' der hoogte eene lengte van 50 mm, dan ontstaat 
figuur 5, waarin al de 39 segmenten afgekort, om ruimte te 
winnen, naast elkander voorkomen. 

2®. De strookm verdeeld in segmenten en driehoekjes. 

Wanneer wij in elke strook C^jPCj uit de pool P met de klein- 
ste zijde PCq als straal een cirkelboogje beschrijven, die de langste 
z\jde PCj in C ontmoet, dan verdeden wij die allen in segmenten 
met hunne kleinste zgden tot boog, en in een driehoekje CoC,C'. 
De inhouden van de achtereenvolgende segmenten worden dan op 
de zoo even aangewezene manier, doch met de kleinste zyde als 
boog, nauwkeurig gevonden; doch de inhouden der driehoekjes, — daar 
voor deze geene formule op den bol te vinden is, en zij dus ook 
niet volkomen op een plat vlak kunnen worden uitgelegd — , moeten 
door benadering gevonden worden. 

Berekenen wij eerst de inhouden der segmenten. Hiertoe moeten 
wij nemen de sinus-versussen der kleinste bogen van eiken driehoek. 



170 



welker waarden in de laatste kolom van tabel H gevonden worden. 
De berekening geschiedt weder volgens formule (26^). 

Tabel L. Inhouden der bolvormige segmenten. 



N«. 


Inbond. 


IT. 


Inhoud. 


N°. 


Inhoud. 


N^ 


Inhoud. 


1 


42912^99 


11 


54817'04 


21 


28757'11 


31 


31954'57 


2 


43021 37 


12 


58436 57 


22 


30606 47 


32 


37899 28 


3 


43313 16 


13 


20860 24 


23 


32943 68 


33 


48830 72 


4 


43779 58 


14 


21480 97 


24 


35763 03 


34 


12292 25 


5 


44441 34 


15 


22179 57 


25 


19278 30 


35 


13877 17 


6 


45328 52 


16 


22951 80 


26 


20435 07 


36 


16236 77 


7 


46466 72 


17 


23809 33 


27 


21869 67 


37 


20283 60 


8 


47896 83 


18 


24784 90 


28 


23587 18 


38 


31530 85 


9 


49697 42 


19 


25897 99 


29 


25645 81 


39 


82114 86 


10 


51947 07 


20 


2721100 


30 


28142 56 


1-39 


1273282.86 



Berekening mn de inhouden der driehoekjes. 

Leggen wij zooveel doenlijk de overgeblevene driehoekjes op een 
plat vlak neer, dan zullen zij, dewijl de zijden der segmenten lood- 
recht op hunne basissen staan, ook rechthoekige driehoekjes moeten 
vormen, wier basissen, ontwikkeld, gelijk zijn aan den boog van 
den kleinen cirkel, die ook de bogen der segmenten vormt, en wier 
hoogten, mede ontwikkeld, gelijk zijn aan het verschil der zgden van 
iedere strook of segment; derhalve hunnen 

/»Ao«(? = (LOoPCiX^»»PC|)xi(PCo-PC,). 

Voor de inhouden dezer driehoekjes, als zoodanig beschouwd, 
vinden wij in tabel M de volgende waarden. 

Tabel M. Inhoud der rechthoekige driehoekjes. 



N*. 


Inhoud. 


N*. 


Inhoud. 


21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


Inhoud. 


N«. 


Inhoud. 


1 
2 
3 
4 
5 
4 
7 
8 
9 


30'01 
88 24 
150 45 
217.00 
289 50 
370 46 
464 31 
575 43 
709 93 
876 11 


11 

12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


1092'23 
1368 30 
180 95 
19? 35 
216 03 
237 44 
260 21 
287 67 
319 55 
350 76 


411'14 
460 42 
53310 
623 57 
174 44 
193 33 
217 75 
246 69 
280 01 
317 25 


21 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 

1-89 


879'60 

478 21 

654 37 

33 99 

39 56 

4819 

62 48 

109 35 

56 19 


10 


• 186.02 
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De voorgaande berekening ran de inhouden der driehoel^es, als 
plat en rechthoekig beschouwd, mogen wij niet als nauwkeurig ge^ 
noeg houden, dewijl wij daardoor van de onderstelling z^n uitge- 
gaan, dat hunne schuine zijden rechte lijnen z\jn. De loop der 
kromme l^'n van figuur 5 doet immers zien, dat wij die onderstel- 
ling, vooral niet bij het begin en het einde der kromme mogen 
aannemen, maar dat wij de schuine lijnen der driehoekjes moeten 
vervangen door kromme lijnen. Wij komen alzoo tot het vraag- 
stuk om den inhoud eener vlakke kromme lijn bij benadering te 
vinden. 

Zooals men weet, beschouwt men voor dat doel, de kromme als eene 
parabool van hoogere macht, en neemt men tot gemak der berekening 
alle opvolgende abcissen verschillen aan elkander gelijk; voor welke abcis- 
sen dan de ordinaten der kromme moeten bekend zijn. Alvorens idj 
dus tot de inhoud vinding van onze driehoekjes kunnen overgaan, is het 
allereerst noodig, dat wij de waarden van de hoeken P of der deelen 
van de basis van ieder der segmenten afzonderlijk even groot ma- 
ken, en daarna voor elk dier abcissen de overeenkomstige waarden 
der ordinaten berekenen. 

Deze bewerking geeft de gelegenheid aan de hand om de nauw- 
keurigheid der inhoudsvinding binnen veel engere grenzen te brengen 
dan w^* tot hiertoe gedaan hebben, dewijl daardoor het aantal dee- 
len, waarin elke basis verdeeld wordt, meer en meer vergroot wordt. 
Het komt óns voor, dat wij ons doel, eenen genoegzamen graad van 
nauwkeurigheid, zullen bereiken, wanneer wij ons voor de verdeeling 
bepalen tot iedere 10' boogs van (p, alzoo dat elk der bogen van O 
tot !•, van 1 — 2^ ... en van 11 tot 12<^ nog in zes; en de bogen 

12® tot 120 20', enz en van 15° 40 tot 16o nog in twee gelijke 

deelen worden verdeeld ; door welke onderverdeeling onze kromme lijn 
van figuur 5, in 112 punten verdeeld wordt. Ware PC in functie 
van P gegeven, dan zou het eenvoudiger geweest zijn, de hoeken P 
van ieder der hierboven genoemde driehoeken in 6 of in 2 gelijke 
deelen te verdeelen, en voor die tusschen waarden de PC of de ordi- 
naten volgens de alsdan bestaande formule te berekenen. Nu echter 
kunnen wij niet anders dan of met de nieuwe waarden van die 
grootheden P en PC volgens formule 20'' onmiddelijk berekenen, of 
die door interpolatiën vinden. Wy hebben de laatste bewerking als 
de eenvoudigste verkozen, en zoeken, uit de gegevens van tabel G, 
de tusschen waarden van P en PC, door eerst in de helft, en later 
in drieën te interpoleeren. Wig vinden dan 
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Het tweede gedeelte N is gel^k de beide v.olgende 



f'iiid0=fV{r^-p^-a^Q>82(p'\'2aCo8(p.\l p^-a^Sifl^(p]d$— 
''fl {p^+a^Co82(p -2aOo8(p. \/ p^-a^Sin' 0} X 
xy ir^-^p^-a'Cö820 + 2aCo8(p. \^ p^ —a^Sin^ (p\ d0. 
Stellen w\j, in plaats van den wortelvorm 

VT=;=i-|-^-f^-..., ....(19.) 

dan komt er 
(N,)+ ^Ir-p^^ jl W^^) 

(a^Co82(p-%aCo8<p.\) p^-a' ^n^ 0)^ _ 
8(r»-p»)* 



{a^Co82(p-2aCo8<p.yJ p^-a^Sm'-CpY U^ 
/ f , a- (7o»2 CÏ)- 2 aCo8 Ó . \J p' - a^ J^n'^ $ 



{ a^O082(p'-2aCo8(p. \J p^ -a' J^n' (p)^ 
8(r*-p*)-^ 



]d(p. 



16{r*-p*)» 

Het oplossen dezer integraalformule zou neerkomen op het bere- 
kenen ?an 33 nog al vrij samengestelde termen, onder verwaarloo- 
zing van de vierde en hoogere machten der reeks, waarin \ l^p 
{19") ontwikkeld is. 

Heeft men de waarde van rJCo8^d0 gevonden, dan moet die 
nog door r gedeeld en dat quotient van worden afgetrokken, om 
den inhoud te verkrijgen van het driehoekig stuk SC^B (fig. 4). 

Wij willen hu gaan onderzoeken, of deze integraalformule toege- 
past kan worden, 1® in het algemeen, of 2® in het bijzonder voor 
ons geval. 

Voor eene algemeene toepasselijkheid moeten in de eerste plaats 
de coëfficiënten der onderscheidene termen kleiner en kleiner worden, 
hoe meer termen men van Vl— /'(19'') neemt. Wij zien dade- 
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den vorm 7-7 ^77: en het zal dus hoofdzakelyk van de waarde 



lijk, dat b^na al de termen zijn aangedaan door een coefficient van 

van (r'— p') afhangen, of de reeks al dan niet convergeert. En al 

dadelijk zien wij in, dat daar r en p bijna aan elkander gelijk 

kunnen zijn, (r^ — p")* eene zeer kleine grootheid worden kan, en 

a" p' 
dus de breuk 7-; 77- in diezelfde en boven mate zal vergroot 

worden. 

SteUen wig h.r, r = 1000" en p = 999" of r = 0.0048481368 
p = 0.0048432886 voor den straal =1, 

dan is (r* - p«)' = 0.0000.0004.6992, 

(r» - p* )* = 0.0002.1677.0850, 

(r*-p*)T = 0. 0>M019, 

(/•»-p-)* = 0. 0".4787, 
enz. 

Daar nu de tellers der breuken, o en p standvastig blijvende, bij 
elke benadering hoogstens een tweede macht hooger klimmen, zoo 
zal deze integraalformule in het algemeen des te minder converge- 
ren en zelfs divergeren, naarmate meer benaderingen aangewend 
worden. 

Of nu de integraalformule ook in ons geval, namelijk voor 
r = 1000", p = 900" en a = 1800", nog bruikbaar is, willen wij 
alleen wijzen op het toenemen van coëfficiënten der termen, die van 

P^ m' . ■ ■■ ■ 

de termen ^ en f^; en van de hoogere machten van yl^p afhan- 
lo 

gen, die wij niet noodig gevonden hebben verder te ontwikkelen. 

Er doet zich tot eene algemeene toepassing dezer integraalformule, 

of beter gezegd tot het vinden van den inhoud van driehoek SO^B, 

bovendien nog eene andere zwarigheid op. In fig. 3 is namelijk 

de stand der schijven van zon en maan zóó voorgesteld, dat de 

boog OoB door alle bogen SC slechts in één punt gesneden 

wordt; in die gevallen, maar ook in die alleen, mag men stellen 

TCoB = TSB-C^SB (18) 

Dit heeft echter niet altijd plaats, want, wanneer de middelpun- 
ten van zon en maan zich meer en meer naderen tot dat de maans- 
rand bijna op het middelpunt der zon valt, dan komen daaronder 
standen voor, waarin enkele bogen OoC den boog C^B in twee 



1Ö2 

punten suiUbsl aa^'den;^ en; don, sk)« hei boogsi moeidbjlb z^n, d#|i. 
injioud v^ SCqB.^ op Tyat manjer ook, tje bepalen. 

Om alle welke redenen wij het vinden van den inhoud SC<, B 
door middel' f^&aex inte^aaMïbjrnsikï hebben mgetdOi oi^gjeven-. 

O* Voorbereidende berekening, tot hei vinden van den 
ifikotid der bedekte oppervlakte, 

Ntt geene der aangewende methoden van i^tograti^ ons hebben ge- 
leid tot het vinden van den bewasten inhoud, bleef ons niets aader» 
over dan d^ bepaling van dien inhoud door verdte6&g> det oj^r- 
vlakte in driehoekjes. Tevens moeséen wi| ee«9 method aaiswenden 
die voor alle gefaU^^ d^ in, heftvraagistuk kannen voorkomen,, B;^-f 
wendbaar was. 

Deze methode bestond daarin, dat wij eene oppervlakte bereken- 
den, die niet zooals de driehoek Cq SC somt:^*ds onmogelijk te be- 
rekenen was, maar een driehoek, die bij alle afstanden der middel- 
punten berekend konde worden; en deze is de driehoek TCoB, 
desKelf^jet dsi^hoek» wiens; inho^d wij kenn€» nnQej^^^, 

Tot M riöde hebben. w§ den l^g ST {^y 4^) *ot W i^ P vei^ 
lej^, en dofw P w R eea bpog PB v^n ei^n, graten cirkel 

TQ^B=PCoB--PTB = PCoB-(PSB-TSB) . . .(19) 

Powiti ^^ ^ ^^^ QoPB blijkbaar e^e functie van ti|i^ dei^ 
dm^t^n ^m ^ v^ 4e?t d^ej^pek ^.G^!^ ^apet ^lDf^ ^xk, w;\j. 4^ 
laatste oppervlakte te bezwarend gevonden hebben om te integreeren, 
zoo kan er des te minder sprake z^n van eene iptegrati^ der opper- 
vlakte Walkt, m «t^t ^ 4ffs teift W^^ i^#s wd^*; Q?fer d» 
d^fl v^ ^^^ a^^j driehoftlq^es, \^ vey^e^ft,. eiji, van ie^eij d^zei; drie- 
\m\^: ^ iftbomi \i^ ^^qekepr, Da^^ Ijoengi^ wij dOfiK alli? po^n 
\m CiiC,, . . .0..^ en, de pgpl Pj, bogp;^ xan gi;oQi^ cii*^,, die 
d^^rdppr 4§. (^p^rvl^k*^ PCgB ii> &fm ?oq vcIq diAehaeye», vepjsdei?^ 
\m» m^ ty^m zijden bog^ vjftn gipotie wkel9, en 4e depde 2.1^^ 
deel^i ^nud^fai v«mql de Ifroinme 0^ B, v^ja door^di^. 

Om de elementen van deze driehoeken, waardoor hunne inhouden 
bepaald kunnen worden, te vinden, moeten wij eerst bekend hebben 
de* ^aekm P en. de zigdeifc PO ^m dlw» drieh^ GiPCj, wz.; 
dezo. gsooihedyen viord^ op de yolgende wijj^ gevonden^ 

in dk dfi£ driehoeken SP O 91J1» gegei^n SPtkQQ^*, Sifd^mfi^ 
uii tabel 9^ en de ingesloten hoek PSCss^^i de waarde van fi is 
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daarbij eene functie van SC in ^ (tabel F). Door deze gegevens 
worden de onbekende grootheden P en PC door een der beide vol- 
gende stellen formulen berekend. 

Laat men uit eenig punt C, fig. 4, een loodrechten bpo^ CD op 
de basis SP neer, die deze in het punt D in twee stukkeQ> SD •::z;y 
en PD =5 90^— y snijdt», dan heeft men 

en OmSD: OosVB = Cb*SC: OmPC, 



of wel 2>y = 1>^ ..CosCp, 

f'}(«0) 



Siny:Sin{W-y) =: CotCpiCofP of OotV =::Coty.Cot(p, 
Cb«y:Cba(90*'-7)= Co«(3:Co«PC of Cö8'PG=zTffy.Cö8p 



BrMigt men de waarde van 2^y = 5^p.Cb«4> in de beide laat- 
sten over, dan komt er 

CotQ 
Ö>^P= rr-x «n 008^0 = 8171^.0090; . . . (W). 
/jifiCp 

of wel, met behulp der Neperiaanscbe $aalogiên» 






(21) 



of in plaats van deze laatste 

SinVG = ^akSC. 
SinV 

Deze laatste formulen ondergaan, door SP = 90° daarin over te 
brengen, de volgende vereenvoudigingen 



^^i(C + P)=r^|(90-+^.(7o^i(^, 



(81-) 



De berekeningen Volgens het eerste stel formulen (20') loopen 
spoediger af; z\j volgen hier voor eenige waarden van 0. 
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(p= 


V 


6» 


12"» 


16» 


17» 


17 «40' 


(3 = 
LogCotfi 
Log Sin (p 


63056'42' 
9.6892390 
8.2418558 


65n5'25' 
9.6635684 
9.0192346 

0.6443838 
12H6'49'0 


7009'24'' 
9.5573588 
9.3178789 


7B«20'27' 
9.4176104 
9.4129962 


82«8'26' 
9.1400052 
9.4659858 


88"»48'12' 
8.3491597 
9.4821288 


LogCotV 
P = 


1.4473837 
202'89'9 


0.2394799 
29<>56'5r0 


0.0046142 
44»41'44'3 


9.6740699 
64»43'34'3 


8.8670314 
85»47'20'9 


LogSin^ 
LogCfo8(p 


9.9534565 
9,9999388 


9.9581786 
9.9976143 


9.9734162 
9.9904044 


9.98B6278 
9.9849438 


9.9959011 
9.9805963 


9.9998916 
9.9790192 


Coê^G 
PC = 


9.9533903 
26H'22''4 


9.9557929 
25°24'56'1 


9.9638206 
23»3'49'4 


9.9705716 
20»6ri8*8 


9.9764974 
18<'40'48'8 


9.9789108 
17»42'41'4 



De orerige waarden van P en PC worden in tabel G gevonden. 



De gevondene waarden voor den hoek P en de scjjde PC. van 
lederen bolvormigen driehoek PC..]P, knnnen, dewijjl in ieder 
van deze twee zijden PC.^j en PC, en de ingesloten hoek P.— P^.j 
bekend zijn, gebruikt worden om den inhoud van ieder dezer drie- 
hoeken, door middel van hunne spherische excessen, te berekenen. 

Het is namelijk uit de bolvormige driehoeksmeting bekend, dat 
de inhoud van iederen bolvormigen driehoek tot dien van het sphe- 
risch octant dezelfde verhouding heeft als z\jn spherisch exces tot 
een rechten hoek. Stelt / den inhoud van een bolvormigen drie- 
hoek, A dien van het spherisch octant, en e het spherisch exces voor, 

dan is 

90 
/:A = f:90», of / = — XA (22) 

of, wel, wanneer ^, £, C de hoeken van den driehoek beteekenen 



90» 



•XA 



(22) 



Het spherisch exces e, dat onmiddellijk van de grootte der hoeken 
eens bolvormigen driehoeks afhangt, zal dus gevonden worden, wan- 
neer men 180^ van de som dier hoeken aftrekt. Zijn de gegevens 
van een driehoek andere dan de drie hoeken, in ons geval twee 
zijden en de ingesloten hoek, dan vindt men s door de formule 
^^^ Cot\a.Cot{b + CosC 

^^^'= SSTê 



welke, door te stellen 



Cot^a.C^tih _ 



CosC 



= Tg^(^, 



tot dezen, beter voor de berekening geschikten, vorm wordt omgezet 
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Tg\€^TgCOo9^(i (24) 

Hoewel deze formule eenvoudig genoeg voor de bewerking is, ge- 
ren wq toch aan de eerste de voorkeur, namelijk, aan het berekenen 
der beide overige hoeken van den driehoek. Daartoe hebben wij 
niets anders noodig dan de som der beide overige hoeken, en kan- 
nen wq volstaan met de berekening van de eerste formule der Ne- 
periaansche analogiën 

r,Kc..,+o.,=*i|^^-§a«KP.-P.-,) • («) 

Wanneer wij de waarden van SC uit tafel F, voor waarden van $ 
van 10 tot 10' wilden interpoleeren, en voor deze in tabel E de over- 
eenkomstige waarden van (3 zoeken , .en verder, voor al die waarden 
van 0, P en PO uit tabel G interpoleren, dan zouden wij de geheele 
bedekte oppervlakte der zon in 112 bolvormige driehoeken verdeelen. 

Het komt ons echter voor, dat de nauwkeurigheid ver genoeg 
voortgezet zal zijn, zoo wij ons voor de berekening van den inhoud 
bepalen tot de waarden van (^, in tabel F aangenomen, in welk 
geval er nog 39 bolvormige driehoeken te berekenen zijn; welker 
inhouden dan wellicht met minder moeite tot eiken gewenschten 
graad van nauwkeurigheid kunnen geinterpoleerd worden. 

Deze laatste verdeeling in 89 driehoeken behoudende, zoeken wij 
eerst de elementen derzelve uit tabel Gr, welke wij in tabel H mede 
deelen, om dan dalurmede met behulp der formule (2'5), de halve 
som der onbekende hoeken te berekenen. Tabel H bevat nog in hare 
laatste kolommen de sinus-versussen zoowel der enkele zijden als die 
van hunne gemiddelde waarden , welke wij later noodig zullen hebben. 

Ziehier de berekening van het spherisch exces $. 



Driehoek N«. 



13 



i(PC.-PCJ 
4(PC.+PCJ= 

l(l\-Po) = 

Log Cos I verschil 

Log Sec \ som 

LogCot\V^ 

t(C + C) = 

IP= 



0«0'33*'4 

26 4 55 7 

1 1 20 



0« 7'4r4 

25 17 15 8 

1 11 143 



o« 6' rs 

22 57 47 7 
38 37 2 



0.0000000 
0.0466432 
1.7485812 



9.9999989 
0.0437499 
1.6834981 



9.9999993 
0.0358558 
1.9494433 



1.7951744 

89* 4'54.68 

1 1 20.00 



1.7272469 

88»65'3Ö''18 

1 11 14 30 



1.9852984 

89«24'26''53 

O 38 37 20 



90 6 14 68 
12'29*'36 



90 6 49 48 
13'38'96 



90 3 3 73 
6'7'46 



22 



31 



O» 9'22*'6 

20 41 56 5 

1 10 O 2 



O» 6'38'2 
18 34 10 2 

1 30 20 l 



9.0999984 
0.0289794 
1.6910949 



9.9999992 
0.0282199 
1.5803179 



1.7200727 

88«54'80'84 

l 30 O 20 



1.6035370 

88*34'2r95 

l 30 20 10 



90 4 31 04 
9' 2'08 



90 4 42 05 
9'24''10 



39 



0« 0'59*'7 

17 41 44 7 

1 38 53 5 

0.0000000 
0.0210511 
1.5409946 



1.5620457 

88»25'47M0 

l 38 53 50 



90 4 40 60 
9'21*20 



N. A. ▼. W. Dl. IX. 
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Door op deze wijze de bewerkingen ?oort te zetten hebben wij de 
spherische excessen yan al de 39 driehoeken verkregen. 

Tabel I. SpherUche excessen der 39 bolvormige driehoeken. 



n«. 


e 


n\ 


B 


n". 


€ 


n^ 


B 


no. 


B 


1 


12' 29-86 


9 


14'47'24 


17 


r o'oo 


25 


5'39''60 


33 


14'20'80 


2 


12 32 78 


10 


15 21 50 


18 


7 17 56 


26 


6 04 


34 


3 35 08 


3 


12 38 26 


11 


16 15 30 


19 


7 37 52 


27 


6 28 18 


35 


4 2 80 


4 


12 47 80 


12 


17 23 22 


20 


8 98 


28 


6 55 86 


36 


4 45 46 


5 


12 58 58 


13 


6 7 46 


21 


8 28 86 


29 


7 32 36 


37 


5 55 06 


6 


13 17 40 


14 


6 18 26 


22 


9 2 08 


30 


8 18 54 


38 


9 1186 


7 


13 38 96 


15 


6 30 78 


23 


9 44 14 


31 


9 24 10 


39 


9 21 20 


8 


14 5 84 


16 


6 4$ 00 


24 


10 32 58 


32 


11 9 42 


1-39 


374'21*'82 



B. Berekening van den inhoud van het bedekte gedeelte der zon 

en zyne verhouding tot de geheele zichtbare oppervlakte 

voor den aangenomen afstand der middelpunten. 

Zooals wij reeds hebben opgemerkt, is het halve bedekte gedeelte 
der zon TBC^^T, fig. 4, ingesloten door een boog van een grooten 
cirkel OoT, door een boog van een kleinen cirkel TB, en door eene 
spherische lijn OqB, de doorsnede van het kegelvlak der maan met 
de oppervlakte der zon , — van welke kromme wij de vergelijking niet 
kennen, maar die wij aanvankelijk door 39 bogen van groote cirkels 
hebben vervangen. Dit bedekte gedeelte maakt een deel uit van de 
oppervlakte PBC^P, welke wij in bolvormige driehoeken hebben 
verdeeld, en verschilt daarvan de oppervlakte van den bijgevoegden 
driehoek PBT. De laatstgenoemde driehoek is wederom gelijk aan 
het verschil van den zuiveren bolvormigen driehoek PBS, en het 
bolvormig segment BST, zoodat wij hebben 

Inh. TBCo = InL PBCo -{Inh. PBS-/»;^. TBS). 

Dewijl nu PBS en TBS nauwkeurig uit de gegevens kunnen be- 
rekend worden, zoo zullen wij ons eerst bezig houden met het vin- 
den van den inhoud PBCq. 

Genoemde inhoud kan nu op verschillende wijzen bepaald worden » 
naar gelang men voor de lijntjes, die de deelpunten Co,C,,C2,..B 
onderling verbinden, den een of anderen vorm meent te mogen aan- 
nemen. 
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In de eerste plaats kan men de strooken, waarin wij de opper- 
vlakte verdeeld hebben, beschouwen als zoovele bolvormige seg- 
menten, waarvan de hoeken aan de pool gelijk zijn aan de in 
tabel H gevondene hoeken P, en waarvan de boog het gemiddelde 
der zijden PC^ en PC,, PC, en PCj enz. bedraagt; alsdan neemt 
men voor de verbindingslijntjes CqCj enz. kleine cirkels aan. 
. Ten anderen kunnen wij elke strook PC^C, verdeelen in een 
segment PCqC', dat ontstaat, wanneer men uit P met de kleinste 
z^de P Co als straal een boog beschrijft, die de grootste zijde PC, 
in C' süijdt, en in een driehoelge CqC'C,, hetwelk dan op een 
plat vlak moet worden overgebracht. 

Dat driehoekje zal rechthoekig zijn, en zijn inhoud kan gevonden 
worden, hetzij men zigne schuine zijde, ontwikkeld zijnde, als eene 
rechte 1^'n, hetzij als eene parabolische kromme van hoo« 
gere orde beschouwt. 

Ten derde, wanneer de boogjes CqC,, enz. als bogen van groote 
cirkels worden aangenomen, alsdan moeten alle strooken als bolvor- 
mige driehoeken behandeld worden. 

1®. De strooken beschouwd als segmenten met gemiddelde 
zyden tot hoog. 

Noemen wij / den inhoud van het bolvormig segment, en R den 
straal van den bol, dan is 

/ C PC 
i = 2T5x5««oer»|(PC, +PC,)x '" g'gq, ' = 

= T2J»X^^X5S«wr»i(PC, + PC,) .... (26) 

Ten einde aan de eene zijde te groote getallen, en aan de andere 
zijde te veel nullen achter het decimaalteeken te vermijden, nemen 
wij de minuut als eenheid aan, zoodat R = 8437'74.677 moet ge- 
nomen worden. Hierdoor verandert de laatste formule in de volgende 

/=:^X(3437'74677rxLCoPC,X^«t?er4(PCo+PC,) (26') 

of, de factor in logarithmen overgebracht en de hoeken Co PC en 
180®, in seconden uitgedrukt, verkrijgt men 

^LogB = 2 X 3.6862789 = 7.0725478 
Log^ =0.4971499 

Cb%180x3600" = 4.1884260- 10 

Log coefficient = 1.7581227 

13* 
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dus Logl^ 1.7581227 + Z<;y /8iMiwr«|(PCo-|-PCi) + 

+Z(3yLCoPCi (in seconden) (26*) 

In tabel H worden in de kolom met Pi— Po aan liet hoofd de 
waarden der hoeken CoPCj, en in de voorlaatste kolom de sinrer- 
sussen van |(PCo+PC,) opgegeven. De berekening van / gaat 
nu gemakkelijk en aldus 



N». 


1 


7 


18 


22 


31 


LCoPC, 

Zo^CoPC, 

Zo^S«o[(PCo+PO,) 

Log^nv eoeffiicent 


7359'9 
3.8668719 
9.0078971 
1.7581227 


8648'6 
3.9318950 
8.9814834 
1.7581227 


4634'3 
3.6659841 
8.8989664 
1.7581229 


8400'3 
3.9242948 
8.8098962 
1.7581227 


10840'! 
4.0350383 
8.7166208 
1.7581227 


LogI 
1= 


4.6328917 
42942.93 


4.6715011 
46935.47 


4.3230734 
21041.33 


4.4923137 
81068.03 


4.5096768 
32886.20 



Op deze w^jze zijn de inhouden van alle 89 bolvormige segmenten 
berekend, waarvan de uitkomsten in de volgende tabel K gevonden 
worden. 

Tahél K. Inhouden der bolvormige segmenten. 



N". 


Inhoud. 


11 


Inhoud. 


N". 


Inhoud. 


IT. 


Inhoud. 


1 


42942'93 


55912'16 


21 


29169'70 


31 


32335'29 


2 


43109 24 


12 


59813 24 


22 


31068 03 


32 


38378 92 


8 


43459 15 


13 


21041 33 


23 


33480 26 


38 


49486 37 


4 


43997 03 


1'4 


21678 70 


24 


36389 43 


34 


12325 65 


5 


44748 10 


16 


22396 22 


25 


19454 84 


35 


18920 00 


6 


46699 92 


16 


23189 98 


26 


20629 30 


36 


16289 86 


7 


46935 47 


17 


24070 00 


27 


22087 57 


37 


20346 88 


8 


48539 03 


18 


25073 44 


28 


23834 87 


38 


31640 04 


9 


50411 08 
52826 95 


19 
20 


26218 57 
27663 03 


29 
30 


25926 26 
28471 40 


39 
1—39 


32171 30 


10 


1287031.54 



De inhouden dezer 39 driehoelges bij elkander geteld, verkrijgt 
men voor hunne som den gevraagden inhoud van 

PBCo = l,286,03r54 D minuten. 

De vorm der formule (26) geeft wel aanleiding, om den inhoud 
van een bolvormig segment als eene volkomen ontwikkelbare opper- 
vlakte op een plat vlak over te brengen. Immers zij bestaat uit 
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/ C PC 
twee factoren l^ ^ttRx — qJTT"' ' ^^^ ï*> ^^ gedeelte van den 

omtrek van den grooten cirkel van den bol, en 2^. RSmvefa 
[(PCjj + PC,), dat is de sinusversus ran den boog ran het segment; 
en daar deze beide factoren zich in dezelfde eenheid laten uitdrukken, 
zoo zal de oppenrlakte van elk bolrormig segment kunnen voorge- 
steld worden door een op schaal geteekenden platten rechthoek. 
Alle onze 39 bolvormige segmenten zullen dan zoovele rechthoeken 
kunnen voorstellen, met den eersten factor als grondlijnen of abcissen 
en met den tweeden ab opstaande zgden of ordinaten; en wanneer 
wij nu al die grondl^'nen naast elkander op eene rechte 1^'n plaat- 
sen, en dus ook de rechthoeken, die ook verschillende hoogten heb- 
ben, dan zal de fig. 5 den* geheelen inhoud PBCq, op een plat 
vlak ontwikkeld, voorstellen. De geheele basis van de aldus ontstane 
figuur zal dan, B weder in minuten uitdrukkende, gelijk z\jn aan 

2T2^X^g^ = 2TX8437^74677x^~^ 

de hoogte van den eersten rechthoek =22x ^wo 260 4'65'7 := 
= 3437'74677X 0.101825 = 849'963; en die van den laatsten 
= 3437'74677 X 0.047316 = 161'610. Nemen wy nu, om de figuur 
te teekenen, b\jv. voor iedere 1000' van de basis eene lengte van 
25 mm., en, ten einde de kromte der lijn beter te doen uitkomen, 
voor iedere 100' der hoogte eene lengte van 50 mm, dan ontstaat 
figimr 5, waarin al de 39 segmenten afgekort, om ruimte te 
winnen, naast elkander voorkomen. 

2®. De atrooken verdeeld in segmefden en driehoekfes» 

Wanneer wij in elke strook C^PCj uit de pool P met de klein- 
ste z^jde PCq als straal een cirkelboogje beschrijven, die de langste 
z^'de PCj in L' ontmoet, dan verdeden wij die allen in segmenten 
met hunne kleinste zijden tot boog, en in een driehoekje CoC,C'. 
De inhouden van de achtereenvolgende segmenten worden dan op 
de zoo even aangewezene manier, doch met de kleinste zijde als 
boog, nauwkeurig gevonden; doch de inhouden der driehoekjes, — daar 
voor deze geene formule op den bol te vinden is, en zij dus ook 
niet volkomen op een plat vlak kunnen worden uitgelegd — , moeten 
door benadering gevonden worden. 

Berekenen wij eerst de inhouden der segmenten. Hiertoe moeten 
wij nemen de sinus-versussen der kleinste bogen van eiken driehoek, 
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welker waarden in de laatste kolom van tabel H gevonden worden. 
De berekening geschiedt weder volgens formule (26*). 

Tabel L. Inhouden der bókormige segmenten. 



N*». 


Inhoud. 


N°. 


Inhoud. 


N°. 


Inhoud. 


N°. 


Inhoud. 


1 


42912'99 


11 


54817'04 


21 


28757'11 


31 


31954'57 


2 


43021 37 


12 


58436 57 


22 


30606 47 


32 


37899 28 


3 


43313 16 


13 


20860 24 


23 


32943 68 


33 


48830 72 


4 


43779 58 


14 


21480 97 


24 


35763 03 


34 


12292 25 


5 


44441 34 


15 


22179 57 


25 


19278 30 


35 


13877 17 


6 


45328 52 


16 


22951 80 


26 


20435 07 


36 


16236 77 


7 


46466 72 


17 


23809 33 


27 


21869 67 


37 


20283 60 


8 


47896 83 


18 


24784 90 


28 


23587 18 


38 


31530 35 


9 


49697 42 


19 


25897 99 


29 


25645 81 


39 


32114 86 


10 


51947 07 


20 


.2721100 


30 


28142 56 


1-39 


1273282.86 



Berekening van de inhouden der driehoekfes. 

Leggen wij zooveel doenlijk de overgeblevene driehoekjes op een 
plat vlak neer, dan zullen zij, dewijl de zijden der segmenten lood- 
recht op hunne basissen staan, ook rechthoekige driehoekjes moeten 
vormen, wier basissen, ontwikkeld, gelijk zijn aan den boog van 
den kleinen cirkel, die ook de bogen der segmenten vormt, en wier 
hoogten, mede ontwikkeld, gelijk zijn aan het verschil der zyden van 
iedere strook of segment; derhalve hunnen 

/»^«^ = (LCoPOiX/Sï»PC,)x|(PCo-PC,). 

Voor de inhouden dezer driehoekjes, als zoodanig beschouwd, 
vinden wij in tabel M de volgende waarden. 

Tabel M. Inhoud der rechthoekige driehoekjes. 



N^ 


Inhoud. 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


Inhoud. 


21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


Inhoud. 


N«. 


Inhoud. 


1 

2 
3 

4 
5 
4 
7 
8 
9 


30'01 
88 24 
150 45 
217.00 
289 50 
370 46 
464 31 
575 43 
709 93 
876 11 


1092'23 
1368 30 
180 95 
19? 35 
216 03 
237 44 
260 21 
287 67 
319 55 
350 76 


411'14 
460 42 
533 10 
623 57 
174 44 
193 33 
217 75 
246 69 
280 01 
317 25 


21 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 

1-89 


379'60 

478 21 

654 37 

33 99 

39 56 

48 19 

62 48 

109 35 

56 19 


10 


• 136.02 
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De voorgaande berekening van de inhouden der driehoel^es, als 
plat en rechthoekig beschouwd, mogen wij niet als nauwkeurig ge^ 
noeg houden, dewijl wig daardoor van de onderstelling z^n uitge- 
gaan, dat hunne schuine zijden rechte lijnen z\jn. De loop der 
kromme lijn van figuur 5 doet immers zien, dat wig die onderstel- 
ling, vooral niet bi|] het begin en het einde der kromme mogen 
aannemen, maar dat wij de schuine lijnen der driehoekjes moeten 
vervangen door kromme lijnen. Wij komen alzoo tot het vraag- 
stuk om den inhoud eener vlakke kromme lijn bij benadering te 
vinden. 

Zooals men weet , beschouwt men voor dat doel , de kromme als eene 
parabool van hoogere macht, en neemt men tot gemak der berekening 
alle opvolgende abcissen verschillen aan elkander gelijk ; voor welke abcis- 
sen dan de ordinaten der kromme moeten bekend zijn. Alvorens idj 
dus tot de inhoud vinding van onze driehoekjes kunnen overgaan, is het 
allereerst noodig, dat wij de waarden van de hoeken P of der deelen 
van de basis van ieder der segmenten afzonderlijk even groot ma- 
ken, en daarna voor elk dier abcissen de overeenkomstige waarden 
der ordinaten berekenen. 

Deze bewerking geeft de gelegenheid aan de hand om de nauw- 
keurigheid der inhoudsvinding binnen veel engere grenzen te brengen 
dan wij tot hiertoe gedaan hebben, dewijl daardoor het aantal dee- 
len, waarin elke basis verdeeld wordt, meer en meer vergroot wordt. 
Het komt óns voor, dat wij ons doel, eenen genoegzamen graad van 
nauwkeurigheid, zullen bereiken, wanneer wij ons voor de verdeeling 
bepalen tot iedere 10' boogs van (p, alzoo dat elk der bogen van O 
tot 1®, van 1 — 2^ ... en van 11 tot 12<^ nog in zes; en de bogen 

12® tot 120 20', enz en van 15^40 tot 16o nog in twee gelijke 

deelen worden verdeeld ; door welke onderverdeeling onze kromme lijn 
van figuur 5, in 112 punten verdeeld wordt. Ware PC in functie 
van P gegeven, dan zou het eenvoudiger geweest zijn, de hoeken P 
van ieder der hierboven genoemde driehoeken in 6 of in 2 gelijke 
deelen te verdeden, en voor die tusschen waarden de PC of de ordi- 
naten volgens de alsdan bestaande formule te berekenen. Nu echter 
kunnen wij niet anders dan of met de nieuwe waarden van die 
grootheden P en PC volgens formule 20'' onmiddelijk berekenen, of 
die door interpolatiën vinden. Wij hebben de laatste bewerking als 
de eenvoudigste verkozen, en zoeken, uit de gegevens van tabel G, 
de tusschen waarden van P en PC, door eerst in de helft, en later 
in drieën te interpoleeren. W\j vinden dan 
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punten attUbii aa^'den; et^ ésffi. aom hei hoogst moeidyjlfe z^o, ó»n, 
iD^ioud v^ SCqB.^ op vat manjer ook, te bepalen. 

Om alle welke redenen wij het vinden yan deH in^ud SOqB 
doop middel' 4^«iear integraalformule hfibben moeteai ojpgeven. 

C» Foorbereidefide berekeninff tot het vinden van den 
inhoud der bedekte oppervlakte. 

Nu geene der aangewende methoden ran i4tQgrati« ons hebben ge- 
leid tot het vinden van den bewasten inhoud, bleef ons niets anfiter» 
over dan de bepaMng van dien inhoud door verd)e6&g der opper- 
vlakte in driehoekjes. Tevens moesten ^ eea» melhoéb aanwenden 
die voor alle geiaU^^ iif^ in, het vraagsl^uk kannen voorkomen^ a9,i;^T 
wendbaar was. 

Deze methode bestond daarin, dat wij eene oppervlakte bereken- 
den, die niet zooals de driehoek Oq SC somt^'ds onmogelijk te be- 
rekenen was, maar een cbiehoek, die bij alle 9fstanden der middel- 
punten berekend konde worden; en deze is de driehoek TCqB, 
dotelf^e) driehoek» wieiis inhoud w^' kenn^ mpe^^^. 

Tot dM riode hehbe4. wijj den Ijpog ST (fig, ^} »ot W ia P vei?*. 
lei^, m door P w R een bpog PI? v^n, ei^n, grwtea oirkel 

T:Q^B = PCoB-PTB = PCoB-(PSB-.TSB) . . . (19) 

Pomyi nUj de h<^ek, Go PB büykbaar ci^e foxictie van tn^qe dei; 
d^inefften ^m ^ vw deiï di^iej^pek ^C^^l^ ^apet ?yn,, ^xk^ w;\j. ^ 
laatste oppervlakte te bezwarend gevonden hebben om te integreeren, 
zoo kan er des te minder sprake z^n van eene integratie der opper- 
vlattft Wtkl^»^ m «(#öt ^ d|?8 te» l4»tste, DÜ^s w4w o^fer dw 
dmi W ^T^ «wW dpehoplqies, tp verde^a,. eiji, van iediei? dez»r. dlie- 
hi^i^ 4«». ifttomd t^ :^ekeu.. Da^rtp^ l?rengpp wy doRï aUe pun^ 
t»ft CfiC,, . . .0„i en, de pQpl P^ bogew xan gKoofcei cii;kc;(»., die 
d^fur^r dft (^p^rvl|ilrt<i PCgB i» ev;^ zog velQ dwhodge» ywIöQ" 
lm» wi^ t^fi^ zijden bog^ v;^ gioote cirkels, en 4^ de^e zij^i^ 
deelm ^Itnuil^^ v«n de Iprpnuoe C^ B, v^ft doorsjgLJjjding. 

Om de elementen van deze driehoeken^ waardoor hunne inhouden 
bepaald kunnen worden, te vinden, moeten wij eerst bekend hebben 
dei Ipekea P en de s^'deo. PC veii ^Siüm diriehodü OiPOi» ^m-; 
deze. garootheden vosdeo op dj» volgende wijj^^e gevonkden^ 

In eUc der driehoeken 8PQ 9^9 g^ei^eüi SP=»9Q<», glC:^^ 
uit tabel F^ en de ingesloten hoek PSCss^N de waarde van ^ is 
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daarbq eene functie van SC in (tabel F). Door deze gegevens 
worden de onbekende grootheden P en PO door een der beide vol- 
gende stellen formolen berekend. 

Laat men uit eenig punt G, fig. 4, een loodrechten boog CD op 
de basis SP neer, die deze in het punt D in twee stukkei>> SD :=i;y 
en PD =: 90°— 7 sn^'dt» dan heeft men 

»n SD:iSï»PD = Cb^S: Ca^P» 
en ÖwSD:a«PD=Cb*SO:awPC, 

ofwel Tgy='Tpfi.,Coi(p, 

}m 



'-y) = CotipiCofP of OotV — Coty,Cot(^, 
Ck)8y:Co8{^(f'-r)= CoafiiCoaVC of Oo8VC = Tffr.Oo8p. 



Brengt men de waarde van Tg y =z Tg ^ , Cö80 in de beide laat- 
sten over, dan komt er 

CbtV=^^ en Cb«PC=:i««j3.a»(JD; . . . {W^y 



of wel, met behulp der Ijïeperiaansobe analogiën» 

of in plaats van deze laatste 

Deze laatste foimulen ondergaan, door SP^ 90° daarin oyer te 
brengen, de volgende TereenToudigingen 






• pi-) 



De berekeningen volgens het eerste stel formulen (20') loopen 
spoediger af; zij volgen hier voor eenige waarden van 0. 



(p= 



Loff Cot P 
Log Sin ip 

LogCotl^ 
P = 

Zog Sin P 
LogCoaip 

CoaTC 
PC = 



63056'42' 
9.6892390 
8.2418553 



1.4473837 
202'39'9 



9.9534565 
9,9999338 



9.9533903 
2604'22''4 



6» 



65n5'25' 
9.6635684 
9.0192346 



0.6443338 
12H6'49'0 



9.9581786 
9.9976143 



9.9557929 
25"24'56''l 
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120 



7009'24'' 
9.5573588 
9.3178789 



0.2394799 
29»56'5r0 



9.9734162 
9.9904044 



9.9638206 
280 3'49'4 



15» 



75020'27' 
9.4176104 
9.4129962 



0.0046142 
44Hr44*3 



9.9856278 
9.9849438 



9.9706716 
20«5ri8'8 
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82«8'26' 
9.1400052 
9.4659353 



9.6740699 
64H3'34'3 



9.9959011 
9.9805963 



9.9764974 
18H0'48'3 



17»4.0' 



88«43'12' 
8.3491597 
9.4821283 



8.8670314 
85«47'20'9 



9.9998916 
9.9790192 



9.9789108 
17«*42'41'4 



De o?erige waarden van P en PC worden in tabel Gr gevonden. 



De gevondene waarden voor den hoek P en de z^jde PC. van 
lederen bolvormigen driehoek PC..,P, kunnen, dewijl in ieder 
van deze twee zijden PC„«i en PC, en de ingesloten hoek P„— P._j 
bekend zijn, gebruikt worden om den inhoud van ieder dezer drie- 
hoeken, door middel van hunne spherische excessen, te berekenen. 

Het is namelijk uit de bolvormige driehoeksmeting bekend, dat 
de inhoud van lederen bolvormigen driehoek tot dien van het sphe- 
risch octant dezelfde verhouding heeft als zijn spherisch exces tot 
een rechten hoek. Stelt / den inhoud van een bolvormigen drie- 
hoek, A dien van hét spherisch octant , en s het spherisch exces voor, 

dan is 

90 
I:/ü = 6:90\ of ƒ = — XA 



of, wel, wanneer ji, B^ C Ae hoeken van den driehoek beteekenen 

(22) 



(^ + Jg + C)-180o 

90» ^ 



Het spherisch exces e, dat onmiddellijk van de grootte der hoeken 
eens bolvormigen driehoeks afhangt, zal dus gevonden worden, wan- 
neer men 180 ^ van de som dier hoeken aftrekt. Zijn de gegevens 
van een driehoek andere dan de drie hoeken, in ons geval twee 
zijden en de ingesloten hoek, dan vindt men e door de formule 
Cot^a.Oot^b+CosC 
SinC 

welke, door te stellen ^ ' ^ — =:Tg^fjt, 

C/08 C 

tot dezen, beter voor de berekening geschikten, vorm wordt omgezet 



Cot {e: 
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Tffit=zTsfCOM*fi (24) 

Hoewel deze formule eenvoudig genoeg voor de bewerking is, ge- 
ven wij toch aan de eerste de voorkeur, namel^'k, aan het berekenen 
der beide overige hoeken van den driehoek. Daartoe hebben wij 
niets anders noodig dan de som der beide overige hoeken, en kan- 
nen wijj volstaan met de berekening van de eerste formule der Ne- 
periaansche analogiën 

Wanneer wij de waarden van SC uit tafel P, voor waarden van 
van 10 tot 10' wilden interpoleeren, en voor deze in tabel E de over- 
eenkomstige waarden van /3 zoeken, en verder, voor al die waarden 
van (^, P en PC uit tabel G interpoleren, dan zouden wij de geheele 
bedekte oppervlakte der zon in 112 bolvormige driehoeken verdeelen. 

Het komt ons echter voor, dat de nauwkeurigheid ver genoeg 
voortgezet zal zijn, zoo wij ons voor de berekening van den inhoud 
bepalen tot de waarden van 0, in tabel F aangenomen, in welk 
geval er nog 89 bolvormige driehoeken te berekenen zijn; welker 
inhouden dan wellicht met minder moeite tot eiken gewenschten 
graad van nauwkeurigheid kunnen geïnterpoleerd worden. 

Deze laatste verdeeling in 89 driehoeken behoudende, zoeken wij 
eerst de elementen derzelve uit tabel G, welke wij in tabel H mede 
deelen, om dan daarmede met behulp der formule (2*5), de halve 
som der onbekende hoeken te berekenen. Tabel H bevat nog in hare 
laatste kolommen de sinus-versussen zoowel der enkele zijden als die 
van hunne gemiddelde waarden» welke wij later noodig zullen hebben. 

Ziehier de berekening van het spherisch exces e. 



Driehoek N«. 



t(PC,-PC.) = 
«(PC.+PCJ= 

i(l',-PJ = 



0»0'38'4 

26 4 55 7 

1 1 20 



0» 7'41'4 

25 17 15 8 

1 11 14a 



Log Co8 } vericfdl 

Log Sec \s 

LogCotiV=z 

i(C + C) = 

4P= 



0.0000000 
0.0466482 
1.7485312 



9.9999989 
0.0437499 
1.6834981 



1.7951744 

89« 4'54.68 

l 1 20.00 



1.7272469 

88»55'S5«'18 

1 11 14 30 



90»H-4f= 90 6 14 68 
ê 12' 29' 36 



90 6 49 48 
13'38'96 



13 



22 



31 



39 



O» 6' 1*8 

22 57 47 7 

O 38 37 2 



O» 9'22*'6 

20 41 56 5 

1 10 O 2 



O» 6'38'2 

18 34 10 2 

1 30 20 l 



9.9999993 
0.0358558 
1.9494433 



9.0999984 
0.0289794 
1.6910949 



9.9999992 
0.0282199 
1.5803179 



Qo 0'59»7 

17 41 44 7 

l 38 53 5 

0.0000000 
0.021 05 M 
1.5409946 



1.9852984 

89«24'26'58 

O 38 37 20 



1.7200727 

88»Ö4'80'84 

l 30 O 20 



1.6035370 

88»34'21'96 

l 30 20 10 



1.5620457 

88»25'47'10 

l 38 53 50 



90 3 3 78 
6'7»46 



90 



4 31 04 
9' 2''08 



90 4 42 05 
9'24M0 



90 4 40 60 
9'21'20 



N. A. V. W. Dl. IX. 



13 



166 

Door op deze wijze de bewerkingen ?oort te zetten hebben wij de 
spherische excessen yan al de 39 driehoeken verkregen. 

Taèel I. Spherische excessen der 39 bolvormige driehoeken. 



n\ 


6 


n\ 


e 




e 


n». 


6 


n«. 


€ 


1 


12' 29*36 


9 


14'47'24 


17 


r o'oo 


25 


5'39''60 


38 


14'20'8O 


2 


12 32 78 


10 


15 21 50 


18 


7 17 56 


26 


6 04 


34 


3 35 08 


3 


12 38 26 


11 


16 15 30 


19 


7 37 52 


27 


6 28 18 


36 


4 2 80 


4 


12 47 80 


12 


17 23 22 


20 


8 98 


28 


6 55 86 


36 


4 45 46 


5 


12 58 58 


13 


6 7 46 


21 


8 28 86 


29 


7 32 36 


37 


5 55 06 


6 


13 17 40 


14 


6 18 26 


22 


9 2 08 


30 


8 18 54 


38 


9 1186 


7 


13 38 96 

14 5 84 


15 
16 


6 30 78 
6 4^00 


23 
24 


9 44 14 
10 32 58 


31 
32 


9 24 10 
11 9 42 


39 
1-39 


9 21 20 


8 


374'2r82 



D. Berekening van den inhoud van het bedekte gedeelte der zon 

en zyne verhouding tot de geheele zichtbare oppervlakte 

voor den aangenomen afstand der middelpunten, 

Zooals wij reeds hebben opgemerkt, is het halve bedekte gedeelte 
der zon TBC^^T, fig. 4, ingesloten door een boog van een grooten 
cirkel OqT, door een boog van een kleinen cirkel TB, en door eene 
spherische lijn O^B, de doorsnede van het kegelvlak der maan met 
de oppervlakte der zon , — van welke kromme wij de vergelijking niet 
kennen, maar die wij aanvankelijk door 39 bogen van groote cirkels 
hebben vervangen. Dit bedekte gedeelte maakt een deel uit van de 
oppervlakte PBC^P, welke wij in bolvormige driehoeken hebben 
verdeeld, en verschilt daarvan de oppervlakte van den bijgevoegden 
driehoek PBT. De laatstgenoemde driehoek is wederom geHjk aan 
het verschil van den zuiveren bolvormigen driehoek PBS, en het 
bolvormig segment BST, zoodat wij hebben 

Inh. TBCo = Inh. PBOo -{Inh. VB^-^Inh. TBS). 

Dewijl nu PBS en TBS nauwkeurig uit de gegevens kunnen be- 
rekend worden, zoo zullen wij ons eerst bezig houden met het vin- 
den van den inhoud PB Co. 

Genoemde inhoud kan nu op verschillende wijzen bepaald worden, 
naar gelang men voor de lijntjes , die de deelpunten Co,G,,C2,..B 
onderling verbinden, den een of anderen vorm meent te mogen aan- 
nemen. 



\ 



ï 
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In de eerste plaats kan men de strooken , waarin ' wij de opper- 
vlakte verdeeld hebben, beschouwen als zoovele bolvormige seg- 
menten, waarvan de hoeken aan de pool gelijjk zijn aan de in 
tabel H gevondene hoeken P, en waarvan de boog het gemiddelde 
der zijden PCq en PCj, PC, en PCj enz. bedraagt; alsdan neemt 
men voor de verbindingslijntjes CoC| enz. kleine cirkels aan. 
. Ten anderen kunnen wij elke strook PC^C, verdeelen in een 
segment PCqC', dat ontstaat, wanneer men uit P met de kleinste 
zijde P Co als straal een boog beschrijft, die de grootste zijde PC| 
in C' snijdt, en in een driehoekje CqC'Ci, hetwelk dan op een 
plat vlak moet worden overgebracht. 

Dat driehoelge zal rechthoekig zijn, en zijn inhoud kan gevonden 
worden, hetzij men zijne schuine zijde, ontwikkeld zijnde, als eene 
rechte 1^'n, hetzij als eene parabolische kromme van hoo- 
gere orde beschouwt. 

Ten derde, wanneer de boogjes CqC,, enz. als bogen van groote 
cirkeb worden aangenomen, alsdan moeten alle strooken als bolvor- 
mige driehoeken behandeld worden. 

1®. De strooken beschouwd als segmenten met gemiddelde 
zijden tot hoog. 

Noemen wij / den inhoud van het bolvormig segment, en R den 
straal van den bol, dan is 

/ C PO 



360« 
= =ri2»X^^X««««r«^(PC,+PC,) .... (26) 

Ten einde aan de eene zijde te groote getallen, en aan de andere 
zijde te veel nullen achter het decimaalteeken te vermeden, nemen 
wij de minuut als eenheid aan, zoodat R = 3437'74677 moet ge- 
nomen worden. Hierdoor verandert de laatste formule in de volgende 

/ = :^^X(3437'74677)*xLCoPC,X>Si«t^«|(PCo+PC,) (26') 

of, de factor in logarithmen overgebracht en de hoeken Co PC en 
180^, in seconden uitgedrukt, verkrijgt men 

^LogB = a X 3.5862739 = 7.0725478 
Log^ =0.4971499 

Ö>% 180X3600" = 4.1884250- 10 

Log coefficient = 1.7581227 

13* 
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dus Logl^ ].7681227 + Zo^/8iwft?^«^(PCo+PCi) + 

•\-LogLO^VC^ (in seconden) (26*) 

In tabel H worden in de kolom met Pi— Pq aan het hoofd de 
waarden der hoeken CoPC|, en in de yóorlaatste kolom de sinyer- 
sussen van t(^Co+PC,) opgegeven. De berekening van / gaat 
nu gemakkelijk en aldus 



N». 


1 


7 


13 


22 


31 


LCoPC, 

Zo^CoPC, 

Zo^/Sïw|(PCo + PC,) 

LogSinvcoèjffUcent 


7859'9 
8.8668719 
9.0078971 
1.7581227 


8648'6 
3.9818950 
8.9814834 
1.7581227 


4684'3 
8.6669841 
8.8989664 
1.7681229 


8400'3 
3.9242948 
8.8098962 
1.7581227 


10840'! 
4.0850333 
8.7166208 
1.7681227 


LogI 


4.6328917 
42942.93 


4.6715011 
46935.47 


4.3230734 
21041.33 


4.4923137 
31068.03 


4.6096768 
32335.20 



Op deze wijze zijn de inhouden van alle 39 bolvormige segmenten 
berekend, waarvan de uitkomsten in de volgende tabel K gevonden 
worden. 

Tabel K. Inhouden der bolvormige segmenten. 



IT. 


Inhoud. 


11 


Inhoud. 


IT. 


Inhoud. 


IT. 


Inhoud. 


1 


42942'93 


55912'16 


21 


29169'70 


31 


32386'29 


2 


43109 24 


12 


59813 24 


22 


31068 03 


32 


38378 92 


3 


48459 15 


¥ 


21041 33 


23 


33480 26 


33 


49486 37 


4 


43997 03 


li 


21678 70 


24 


36389 43 


34 


12325 65 


5 


44748 10 


15 


22396 22 


25 


19454 84 


35 


18920 00 


6 


45699 92 


16 


23189 98 


26 


20629 30 


36 


16289 86 


7 


46935 47 


17 


24070 00 


27 


22087 57 


37 


20346 88 


8 


48539 03 


18 


25073 44 


28 


23834 87 


38 


31640 04 


9 


50411 08 


19 


26218 57 


29 


25926 26 


39 


32171 30 


10 


52826 96 


20 


27563 03 


30 


28471 40 


1 39 


1287031.64 



De inhouden dezer 39 driehoelges bij elkander geteld, verkrijgt 
men voor hunne som den gevraagden inhoud van 

PBCo = l,286,03r64 D minuten. 

De vorm der formule (26) geeft wel aanleiding, om den inhoud 
van een bolvormig segment als eene volkomen ontwikkelbare opper- 
vlakte op een plat vlak over te brengen. Immers zi|j bestaat uit 
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/ C PC 
twee factoren 1". ZttBx o^a ' » ^^^ ^> ^^ gedeelte van den 

omtrek van den grooten cirkel van den bol, en 2^. RSimefa 
[(PCjj + PC,), dat is de sinuaversus van den boog van het segment; 
en daar deze beide factoren zich in dezelfde eenheid laten uitdrukken, 
zoo zal de oppervlakte van elk bolvormig segment kunnen voorge- 
steld worden door een op schaal geteekenden platten rechthoek. 
Alle onze 39 bolvormige segmenten zullen dan zoovele rechthoeken 
kunnen voorstellen, met den eersten factor als grondlijnen of abcissen 
en met den tweeden als opstaande zijden of ordinaten; en wanneer 
wij nu al die grondlijnen naast elkander op eene rechte l\jn plaat- 
sen, en dus ook de rechthoeken, die ook verschillende hoogten heb- 
ben, dan zal de fig. 5 den- geheelen inhoud PB Co, op een plat 
vlak ontwikkeld, voorstellen. De geheele basis van de aldus ontstane 
figuur zal dan, R weder in minuten uitdrukkende, gel^'k zijn aan 

2Ti2x^~=2^X843n74677x^^^(ta^^^ 

de hoogte van den eersten rechthoek = jB X Sinv 26 o 4' 65' 7 = 
= 343r74677x 0.101825 = 349'963; en die van den laatsten 
= 3437'74677 XO.047316 = 16r610. Nemen wij nu, om de figuur 
te teekenen, bijv. voor iedere 1000' van de basis eene lengte van 
25 mm., en, ten einde de kromte der lijn beter te doen uitkomen, 
voor iedere 100' der hoogte eene lengte van 50 mm, dan ontstaat 
figuur 5, waarin al de 39 segmenten afgekort, om ruimte te 
winnen, naast elkander voorkomen. 

2®. De strooken verdeeld in segmenten en dnekoekfes» 

Wanneer wij in elke strook CoPCj uit de pool P met de klein- 
ste z\jde PCq als straal een cirkelboogje beschrijven, die de langste 
zijde PC} in C' ontmoet, dan verdeden wij die allen in segmenten 
met hunne kleinste zijden tot boog, en in een driehoekje CoC,C'. 
De inhouden van de achtereenvolgende segmenten worden dan op 
de zoo even aangewezene manier, doch met de kleinste zijde als 
boog, nauwkeurig gevonden; doch de inhouden der driehoekjes, — daar 
voor deze geene formule op den bol te vinden is, en zij dus ook 
niet volkomen op een plat vlak kunnen worden uitgelegd — , moeten 
door benadering gevonden worden. 

Berekenen w\j eerst de inhouden der segmenten. Hiertoe moeten 
wij nemen de sinus-versussen der kleinste bogen van eiken driehoek. 
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welker waarden in de laatste kolom van tabel H gevonden worden. 
De berekening geschiedt weder volgens formule (26*). 

Tabel L. Inhouden der bolvormige segmenten. 



N^ 


Inhoud. 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


Inhoud. 


21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


Inhoud. 


31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 

1-39 


Inhoud. 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


42912'99 
43021 37 
43313 16 
43779 58 
44441 34 
45328 52 
46466 72 
47896 83 
49697 42 
51947 07 


54817'04 
58436 57 
20860 24 
21480 97 
22179 57 
22951 80 
23809 33 
24784 90 
25897 99 
2721100 


28757'11 
30606 47 
32943 68 
35763 03 
19278 30 
20435 07 
21869 67 
2358718 
25645 81 
28142 56 


31954'57 
37899 28 
48830 72 
12292 25 
13877 17 
16236 77 
20283 60 
31530 35 
32114 86 

1273282.86 



Berekening van de inhouden der driehoeJ^es. 

Leggen wij zooveel doenlijk de overgeblevene driehoekjes op een 
plat vlak neer, dan zullen zij, dewijl de zijden der segmenten lood- 
recht op hunne basissen staan, ook rechthoekige driehoekjes moeten 
vormen, wier basissen, ontwikkeld, gelijk zijn aan den boog van 
den kleinen cirkel, die ook de bogen der segmenten vormt, en wier 
hoogten, mede ontwikkeld, gelijk zijn aan het verschil der z^'den van 
iedere strook of segment; derhalve hunnen 

Voor de inhouden dezer driehoekjes, als zoodanig beschouwd, 
vinden wij in tabel M de volgende waarden. 

Tabel M. Inhoud der rechthoekige driehoekjes. 



N^ 


Inhoud. 


11 

12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


Inhoud. 


21 

22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


Inhoud. 


NO. 


Inhoud. 


1 

2 
3 
4 
5 

4 
7 
8 
9 
10 


30'01 
88 24 
150 45 
217.00 
289 50 
370 46 
464 31 
675 43 
709 93 
876 11 


1092'23 
1368 30 
180 95 
197 35 
216 03 
237 44 
260 21 
287 67 
319 55 
350 76 


4iri4 
460 42 
53310 
623 57 
174 44 
193 33 
217 75 
246 69 
280 01 
317 25 


21 
32 
38 
34 
35 
36 
37 
38 
39 

1-39 


379'60 

478 21 

654 37 

33 99 

39 56 

48 19 

62 48 

109 35 

56 19 


• 136.02 
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De yoorgaande berekening van de inhouden der driehoeljes, als 
plat en rechthoekig beschouwd, mogen wij niet als nauwkeurig ge^ 
noeg houden, dewijl wij daardoor van de onderstelling zgn uitge- 
gaan, dat hunne schuine zijden rechte lijnen z^'n. De loop der 
kromme lijn van figuur 5 doet immers zien, dat wij die onderstel- 
ling, vooral niet bij het begin en het einde der kromme mogen 
aannemen, maar dat wij de schuine 1^'nen der driehoekjes moeten 
vervangen door kromme lijnen. Wij komen alzoo tot het vraag- 
stuk om den inhoud eener vlakke kromme lijn bij benadering te 
vinden. 

Zooals men weet , beschouwt men voor dat doel , de kromme als eene 
parabool van hoogere macht, en neemt men tot gemak der berekening 
alle opvolgende abcissen verschillen aan elkander gelijk ; voor welke abcis- 
sen dan de ordinaten der kromme moeten bekend zijn. Alvorens wy 
dus tot de inhoud vinding van onze driehoekjes kunnen overgaan, is het 
allereerst noodig, dat wij de waarden van de hoeken P of der deelen 
van de basis van ieder der segmenten afzonderlijk even groot ma- 
ken, en daarna voor elk dier abcissen de overeenkomstige waarden 
der ordinaten berekenen. 

Deze bewerking geeft de gelegenheid aan de hand om de nauw- 
keurigheid der inhoudsvinding binnen veel engere grenzen te brengen 
dan wij tot hiertoe gedaan hebben, dewijl daardoor het aantal dee- 
len , waarin elke basis verdeeld wordt , meer en meer vergroot wordt. 
Het komt óns voor, dat wij ons doel, eenen genoegzamen graad van 
nauwkeurigheid, zullen bereiken, wanneer wij ons voor de verdeeling 
bepalen tot iedere 10' boogs van <p, alzoo dat elk der bogen van O 
tot 1®, van 1 — 2^ ... en van 11 tot 12® nog in zes; en de bogen 

12® tot 320 20', enz en van 15M0 tot 16» nog in twee gelijke 

deelen worden verdeeld ; door welke onderverdeeling onze kromme lijn 
van figuur 5, in 112 punten verdeeld wordt. Ware PC in functie 
van P gegeven, dan zou het eenvoudiger geweest zijn, de hoeken P 
van ieder der hierboven genoemde driehoeken in 6 of in 2 gelijke 
deelen te verdeden, en voor die tusschen waard en de PC of de ordi- 
naten volgens de alsdan bestaande formule te berekenen. Nu echter 
kunnen wij niet anders dan of met de nieuwe waarden van die 
grootheden P en PC volgens formule 20" onmiddelijk berekenen, of 
die door interpolatiën vinden. Wij hebben de laatste bewerking als 
de eenvoudigste verkozen, en zoeken, uit de gegevens van tabel G, 
de tusschen waarden van P en PC, door eerst in de helft, en later 
in drieën te interpoleeren. Wij vinden dan 
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Het tweede gedeelte N is gelijk de beide v,olgende 

Stellen wq, in plaats van den wortelvorm 

Vr:^ = i-|-^-fJ^..., ....(19-, 

dan komt er 
(^,H V/—P J |1 2(r^-p^) 

..J^r—i'li a'Co82(p'-2aCö8(p.\/T ^:^^^^ _ 
\ 2(r*-p«) 

_ (g^a?j2j)~2g(7Qg(p. \l p^-a^8m''(py \ 

Het oplossen dezer integraalformule zou neerkomen op het bere- 
kenen van 33 nog al vrij samengestelde termen, onder verwaarloo- 
zing van de vierde en hoogere machten der reeks, waarin Vl— /? 
(19") ontwikkeld is. 

Heeft men de waarde van rfCo8^d(p gevonden, dan moet die 
nog door r gedeeld en dat quotient van (J) worden afgetrokken, om 
den inhoud te verkrijgen van het driehoekig stuk SCqE [fi^, 4). 

WiÖ willen nu gaan onderzoeken, of deze integraalformule toege- 
past kan worden, ]^ in het algemeen, of 2® in het bijzonder voor 
ons geval. 

Voor eene algemeene toepasselijkheid moeten in de eerste plaats 
de coëfficiënten der onderscheidene termen kleiner en kleiner worden, 
hoe meer termen men van Vl— p(19'*) neemt. Wij zien dade- 
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Ujk, dat bijna al de termen zyn aangedaan door een coëfficiënt van 

den vorm 7-r rr-: en het zal dus hoofdzakelijk van de waarde 

yan {r*"-p^) afhangen, of de reeks al dan niet convergeert. En al 

dadelijk zien wij in, dat daar r eiA p b\jna aan elkander gelijk 

kunnen zijn, (r* — p^)' eene zeer kleine grootheid worden kan, en 

a' p' 

dus de breuk r-^ 77- in diezelfde en boven mate zal vergroot 

(r>-p*)' 

worden. 

Stellen wij b, v. r = 1000" en p = 999" of r = 0.0048481868 
p = 0.0048432886 voor den straal =1, 

dan is (r*-P*)' =0.0000.0004.6992, 

(»•*-?*)* = 0.0002.1677.0850, 

(r»-p*)i = 0. 0»U019, 

(r»-p-)* = 0. 0»».4787, 
enz. 

Daar nu de tellers der breuken, a en p standvastig blijvende, bg 
elke benadering hoogstens een tweede macht hooger klimmen, zoo 
zal deze integraalformule in het algemeen des te minder converge- 
ren en zelfs divergeren, naarmate meer benaderingen aangewend 
worden. 

Of nu de integraalformule ook in ons geval, namel^'k voor 
r = 1000", p = 900" en a = 1800", nog bruikbaar is, willen wij 
alleen wijzen op het toenemen van coëfficiënten der termen, die van 

de termen ^ en — en van de hoogere machten van ^l-^p af han- 
o lö 

gen, die wij niet noodig gevonden hebben verder te ontwikkelen. 

Er doet zich tot eene algemeene toepassing dezer integraalformule, 

of beter gezegd tot het vinden van den inhoud van driehoek SO^B, 

bovendien nog eene andere zwarigheid op. In fig. 8 is namel^'k 

de stand der schijven van zon en maan z66 voorgesteld, dat de 

boog OoB door alle bogen SC slechts in één punt gesneden 

wordt; in die gevallen, maar ook in die alleen, mag men stellen 

TCoB = TSB-CöSB (18) 

Dit heeft echter niet altijd plaats, want, wanneer de middelpun- 
ten van zon en maan zich meer en meer naderen tot dat de maans- 
rand bijna op het middelpunt der zon valt, dan komen daaronder 
standen voor, waarin enkele bogen 0^0 den boog C^^B in twee 
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punten snilfen fia^denii eo^ dun. aom hei faoogsi moeidyï|k z^o, é»n 
injioud v^ SCqE.,^ op vat manjer ook, tje bepalen. 

Om alle welke redenen wij het vinden van den in^ud SC^B 
doop middel' «enar inte^a8Ubrmnli& hebben moeten, ojpgeven. 

O» Voorbereidende berekeninff tot het vinden van den 
inhoud der bedekte oppervlakte. 

Nn geene der aangewende methoden van ii^tograti^ ons hebben ge- 
leid tot het vinden van den bewnsten inhoud, bleef ons niets anfiter» 
over dan de bepaMng van dien inhoud door verd)e6&g der o^^r- 
vlakte in driehoekjes. Tevens moesten wi| eaa» melho^l» aasrwenden 
die voor alle gevaU^^ ih in het^^raagstuk kannen voorkomen^ a9,i;i<r 
wendbaar was. 

Deze methode bestond daarin, dat wij eene oppervlakte bereken- 
den, die niet zooals de driehoek OoSO somtijds onmogelijk te be- 
rekenen was, maar een driehoek, die bij alle afstanden der middel- 
punten berekend konde worden; en deze is de driehoek TOqB, 
dotelf^e' ddi^hoek» wiens inhoud wij kenn^ potpet^^. 

Tot dM riode hehbe4 wijj den Ijpog ST (fig, ^} »ot W ii?. P ^es^ 
1«^, en dopr P en R eea bpog PB rs^n ©en, graten cirk4 

TQ^B=:PCoB-PTB=PCoB-(PSB-.TSB) . . . (19) 

"Dm^l nU{ de hi?ek, Go?B büykbaar ci^e fnxictie van tiVK^ dei^ 
d«iiiepl|$n ^m ^ ym dös di^iebpek ^Cf^l^ ^apet ^^p ^\K ^ft ^ 
laatste oppervlakte te bezwarend gevonden hebben om te integreeren, 
zoo kan er des te minder sprake z^n van eene iptegrati^ der opper- 
vlattft i^iti. m «<*iifit ^ d|?s te» l49tsfee> i^i^s w4W; ^^ ^^ 
de^ v^ ^^ «^tal driehpfilqes, tp verdeelen,,. eij, vaA ie^ dezer We- 
h^lsj^: 4^ft. wAomcl i» J5peke^r. Da^e l?teng|^ wij dow alie pnnr. 
t»ft CiiC,, . . .0,^^ en, de pppl P^ bog^ %m gKoal^ ou^^ die 
d^fir^r dft. (^p^rvl|tk;t^ PCeB W evj^ zog velQ dwhodge». YQideiQ'- 
lm» iP9E twi^ zyden bog^ v;^ gioot^ cirkeli^, en ^e de^de zi|^ 
deelo^ uitmaken van de Iprpinme Cq B, van doorsjgLpjding. 

Om de elementen van deze driehoeken^ waardoor hunne inhouden 
bepaald kunnen worden, te vinden, moeten w^ eerst bekend hebben 
de. kaekm P en de s^'den PC vexi #je«> diriehedü. OiPOi» «Qz.; 
deze. giootheden voeden op de volgende w^ gevonkden. 

In elk deE driehoeken 8PC m g^ey^eijb SP=»9Q<», tiG:m0i 
uit tabel 7^ en de ingesloten hoek PSCss^N de waarde van ^ is 



168 

daarbij eene functie van SC in (tabel F). Door deze gegevens 
worden de onbekende grootheden P en PC door een der beide vol- 
gende stellen formulen berekend. 

Laat men uit eenig punt C, fig. 4, een loodrechten boo^ CD op 
de basis SP neer, die deze in het punt D in twee stukken SD :=; y 
en PDs=?90°— 7 sn^dt» dan heeft men 

iS»SD:iSï»PD = Cb^SrCa^P, 
en ÖwSD: a«PD =: a*SC: OwPC, 

of wel T£iy= Tg^ kOo9(P, 



' - y) = CotCp : CotV of OofP — Cot 7.0ot<^, 
Co8y:Co8{%(f'-'y)= Co8fi:Q)8VC of Co8VC = Tffy.Oo8p. 



Br^gt men de waarde van T^y =: Tg^.Cö80 in de beide laat- 
sten over, dan komt er 

a)*P= ~^ en €08^0 z=i Sin fi.aê0; . . . (aO')' 
of wel, met behulp der Ijïeperiaansohe analogiën» 






(21). 



of in plaats van deze laatste 

Deze laatste foimulen ondergaan, door SP=:90<' daarin over te 
brengen, de rolgende rereenTOudigingen 

2'^i(C + P)= 2^1(90-+ ^.Örfi<^, 

^,|PO = a,.im«SPFl- 

De berekeningen volgens het eerste stel formulen (20') loopen 
spoediger af; zij volgen hier voor eenige waarden van 0, 
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<J>= 


P 


6« 


12» 


15 « 


170 


17»40' 


LoffOot^ 
LogSmip 


63«56'42' 
9.6892390 
8.2418553 


65n5'25' 
9.6635684 
9.0192846 

0.6443338 
12H6'49''0 


70O9'24'' 
9.5573588 
9.8178789 


75020'27' 
9.4176104 
9.4129962 


82«8'26' 
9.1400052 
9.4659858 


88«43'12' 
8.3491597 
9.4821283 


Log Co f2 
P = 


1.4473837 
202'39'9 


0.2394799 
29«56'5r0 


0.0046142 
44H1'44*3 


9.6740699 
64H8'34'3 


8.8670314 
85H7'20'9 


LoffSmfi 
LogOoti$ 


9.9584565 
9,9999338 


9.9581786 
9.9976143 


9.9734162 
9.9904044 


9.9866278 
9.9849488 


9.9959011 
9.9805968 


9.9998916 
9.9790192 


CotYC 
PC = 


9.9583903 
26H'22''4 


9.9557929 
25024'56'1 


9.9638206 
23»8'49'4 


9.9705716 
20»5ri8'8 


9.9764974 
18H0'48'3 


9.9789108 
17H2'41'4 



De OTerige waarden van P en PC worden in tabel Gr gevonden. 



De gevondene waarden voor den hoek P en de zijde PC. van 
iederen bolvormigen driehoek PC._,P, kunnen, dewijl in ieder 
van deze twee zyden PC„«i en PC, en de ingesloten hoek P,— P,.j 
bekend zijn, gebruikt worden om den inhoud van ieder dezer drie- 
hoeken, door middel van hunne spherische excessen, te berekenen. 

Het is namelijk uit de bolvormige driehoeksmeting bekend, dat 
de inhoud van iederen bolvormigen driehoek tot dien van het sphe- 
risch octant dezelfde verhouding heeft als zijn spherisch exces tot 
een rechten hoek. Stelt I den inhoud van een bolvormigen drie- 
hoek, A dien van het spherisch octant , en e het spherisch exces voor, 

dan is 

90 
ƒ:A = c:90^ of 7 = — XA (22) 

of, wel, wanneer ^, j9, C7 de hoeken van den driehoek beteekenen 
(^ + Jg + C)~ 180o 



90 « 



•XA 



(22) 



Het spherisch exces f, dat onmiddellijk van de grootte der hoeken 
eens bolvormigen driehoeks afhangt, zal dus gevonden worden, wan- 
neer men 180^ van de som dier hoeken aftrekt. Zijn de gegevens 
van een driehoek andere dan de drie hoeken, in ons geval twee 
zijden en de ingesloten hoek, dan vindt men e door de formule 

^,, Cotla.Cotlb+CosC 

^^^''= ^ ' 



welke, door te steUen 



Cotla.Cotlb 

* ±— — — 'P/r* 



C09C 



Tg^f^, 



tot dezen , beter voor de berekening geschikten , vorm wordt omgezet 
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Tg\€:=zTgCOo9^(i (24) 

Hoewel deze formule eenvoudig genoeg voor de bewerking is, ge- 
ven wg toch aan de eerste de voorkeur, namelijk, aan het berekenen 
der beide overige hoeken van den driehoek. Daartoe hebben wij 
niets anders noodig dan de som der beide overige hoeken, en kun- 
nen wij volstaan met de berekening van de eerste formule der Ne- . 
periaansche analogiën 

Wanneer wij de waarden van SC uit tafel P, voor waarden van 
van 10 tot 10' wilden interpoleeren, en voor deze in tabel E de over- 
eenkomstige waarden van |3 zoeken , en verder, voor al die waarden 
van (f, P en PC uit tabel G interpoleren, dan zouden wij de geheele 
bedekte oppervlakte der zon in 112 bolvormige driehoeken verdeelen. 

Het komt ons echter voor, dat de nauwkeurigheid ver genoeg 
voortgezet zal zign, zoo wij ons voor de berekening van den inhoud 
bepalen tot de waarden van (^, in tabel F aangenomen, in welk 
geval er nog 39 bolvormige driehoeken te berekenen zijn; welker 
inhouden dan wellicht met minder moeite tot eiken gewenschten 
graad van nauwkeurigheid kunnen geinterpoleerd worden. 

Deze laatste verdeeling in 89 driehoeken behoudende, zoeken wij 
eerst de elementen derzelve uit tabel G, welke wij in tabel H mede 
deelen, om dan daftrmede met behulp der formule (2*5), de halve 
som der onbekende hoeken te berekenen. Tabel H bevat nog in hare 
laatste kolommen de sinus-versussen zoowel der enkele zijden als die 
van hunne gemiddelde waarden , welke wij later noodig zullen hebben. 

Ziehier de berekening van het spherisoh exces b. 



Driehoek S'. 


1 


7 


13 


22 


31 


39 


J(PC.-PC.)= 

i(PC.+PC.)= 

i(l'.-P.) = 


0»0'33'4 

26 4 55 7 

1 1 20 


0» 7'41'4 

25 17 15 8 

1 11 148 


0» 6' rs 

22 57 47 7 
88 87 2 


0» 9'22'6 

20 41 66 5 

1 10 2 


0* 6'88«'2 

18 34 10 2 

1 30 20 l 


0» 0'59*7 

17 41 44 7 

1 38 58 5 


Log Co* 1 vertehU 

logSte^tom 

LogCoti¥ = 


0.0000000 
0.0466482 
1.7485812 


9.9999989 
0.0437499 
1.6834981 


9.9999993 
0.0358558 
1.9494433 


9.9999984 
0.0289794 
1.6910949 


9.9999992 
0.0282199 
1.5803179 


0.0000000 
0.02 105 II 
1.5409946 


t(C + C) = 

ip= 


1.7951744 

89« 4'54.68 

1 1 20.00 


1.7272469 

88»65'S6M8 

1 II 14 30 


1.9852984 

89«24'26'53 

38 37 20 


1.7200727 

88«54'30*'84 

l 30 20 


1.6035370 

88«84'21'96 

1 30 20 10 


1.5620457 

88»25'47'10 

l 38 53 50 


90» + i» = 


90 6 14 68 
12' 29*36 


90 6 49 48 
13'38*'96 


90 3 3 73 
6'7'46 


90 4 31 04 
9' 2'08 


90 4 42 05 
9'24M0 


90 4 40 60 
9'2r20 



N. A. V. W. Dl. IX. 
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Door op deze wijze de bewerkingen ?oort te zetten hebben wij de 
spherische excessen van al de 39 driehoeken verkregen. 

Tahel I. Spheriêche excessen der 39 bolvormige driehoeken. 



n\ 


6 


n\ 


e 


n". 


6 


n^ 


s . 


no. 


s 


1 


12' 29*36 


9 


14'47'24 


17 


r 0*00 


25 


5'39'60 


33 ^ 


14'20'80 


2 


12 32 78 


10 


15 21 50 


18 


7 17 56 


26 


6 04 


34 


3 35 08 


3 


12 38 26 


11 


16 15 30 


19 


7 37 52 


27 


6 28 18 


35 


4 2 80 


4 


12 47 80 


12 


17 23 22 


20 


8 98 


28 


6 55 86 


36 


4 45 46 


5 


12 58 58 


13 


6 7 46 


21 


8 28 86 


29 


7 32 36 


37 


5 55 06 


6 


13 17 40 


14 


6 18 26 


22 


9 2 08 


30 


8 18 54 


38 


9 11 86 


7 


13 38 96 


15 


6 30 78 


23 


9 44 14 


31 


9 24 10 


39 


9 21 20 


8 


14 5 84 


16 


6 4^ 00 


24 


10 32 58 


32 


11 9 42 


1-39 


374'21"82 



B. Berekening van den inhoud van het bedekte gedeelte der zon 

en z^ne verhouding tot de geheele zichtbare oppervlakte 

voor den aangenomen afstand der middelpunten. 

Zooals wij reeds hebben opgemerkt, is het halve bedekte gedeelte 
der zon TBC^T, fig. 4, ingesloten door een boog van een grooten 
cirkel CqT, door een boog van een kleinen cirkel TB, en door eene 
spherische Kjn CqB, de doorsnede van het kegelvlak der maan met 
de oppervlakte der zon , — van welke kromme wij de vergelijking niet 
kennen, maar die wij aanvankelijk door 39 bogen van groote cirkels 
hebben vervangen. Dit bedekte gedeelte maakt een deel uit van de 
oppervlakte PBC^P, welke wij in bolvormige driehoeken hebben 
verdeeld, en verschilt daarvan de oppervlakte van den bijgevoegden 
driehoek PBT. De laatstgenoemde driehoek is wederom gelijk aan 
het verschil van den zuiveren bolvormigen driehoek PBS, en het 
bolvormig segment BST, zoodat wij hebben 

Inh.TBGo =Inh. VBOo- i^nh. P B S-^Inh. T B S). 

Dewijl nu PBS en TBS nauwkeurig uit de gegevens kunnen be- 
rekend worden, zoo zullen wij ons eerst bezig houden met het vin- 
den van den inhoud PBCq. 

Genoemde inhoud kan nu op verschillende wijzen bepaald worden» 
naar gelang men voor de lijntjes, die de deelpunten Co,C],G2,..B 
onderling verbinden, den een of anderen vorm meent te mogen aan- 
nemen. 
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In de eerste plaats kan men de strooken, waarin wij de opper- 
vlakte verdeeld hebben, beschouwen als zoovele bolvormige seg- 
menten, waarvan de hoeken aan de pool gelijk zijn aan de in 
tabel H gevondene hoeken P, en waarvan de boog het gemiddelde 
der zijden PC^ en PCj, PC, en PC^ enz. bedraagt; alsdan neemt 
men voor de verbindingslijntjes CoCg enz. kleine cirkels aan. 
. Ten anderen kunnen wij elke strook PC,,C, verdeelen in een 
segment PCoC', dat ontstaat, wanneer men uit P met de kleinste 
zijde P Co als straal een boog beschrijft, die de grootste zijde PG^ 
in C' snijdt, en in een driehoekje CqC'Ci, hetwelk dan op een 
plat vlak moet worden overgebracht. 

Dat driehoekje zal rechthoekig zijn, en zijn inhoud kan gevonden 
worden, hetzij men zijne schuine zijde, ontwikkeld zijnde, als eene 
rechte lijn, hetzij als eene parabolische kromme van hoo- 
gere orde beschouwt. 

Ten derde, wanneer de boogjes CqC,, enz. als bogen van groote 
cirkels worden aangenomen, alsdan moeten alle strooken als bolvor- 
mige driehoeken behandeld worden. 

1^. Be strooken beschouwd als segmenten met gemiddelde 
zijden tot boog. 

Noemen wij / den inhoud van het bolvormig segment, en R den 
straal van den bol, dan is 



i = 25rJKXi2^«t?(?r«i(PCo+PC,)X 



LCqPC^ 



360 



o 



==TiZ»X^^X^rcr«|(POo+PC,) .... (26) 

Ten einde aan de eene zijde te groote getallen, en aan de andere 
zijde te veel nullen achter helt decimaalteeken te vermijden, nemen 
wij de minuut als eenheid aan, zoodat E = 3437'74677 moet ge- 
nomen worden. Hierdoor verandert de laatste formule in de volgende 

/ = y^X(3437'74677)*xLCoPC,X^«t?^«i(PCo+PCi) (26-) 

of, de factor in logarithmen overgebracht en de hoeken CqPC en 
180^, in seconden uitgedrukt, verkrijgt men 

^LogR = 2 X 3.6862739 = 7.0725478 
LogTC =0.4971499 

Cb%180x8600" = 4.1884250- 10 

Log coefficient = 1.7581227 

13* 
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dus LogI=, 1.7581227 + Zoy/81wiücr«i(PCo+PCi) + 

+ZoyLCoPCj (in seconden) (26*) 

In tabel H worden in de kolom met Pi— Po aan het hoofd de 
waarden der hoeken CoPCj, en in de voorlaatste kolom de sinver- 
sussen van |(PCo+PC,) opgegeven. De berekening van / gaat 
nu gemakkeKjk en aldus 



N«. 


1 


7 


13 


22 


31 


^CoPC, 

i^yCoPC, 

Zo^^t?^(PCo + PO,) 

LogSinv coeffUcmé 


7359'9 
3.8668719 
9.0078971 
1.7581227 


8548'6 
3.9318950 
8.9814834 
1.7581227 


4634'3 
3.6659841 
8.8989664 
1.7581229 


8400*3 
3.9242948 
8.8098962 
1.7581227 


10840''1 
4.0350383 
8.7165208 
1.7581227 


LogI 
1= 


4.6328917 
42942.93 


4.6715011 
46935.47 


4.3230734 
21041.33 


4.4923137 
31068.03 


4.5096768 
32335.20 



Op deze w^ze z^'n de inhouden van alle 39 bolvormige segmenten 
berekend, waarvan de uitkomsten in de volgende tabel K gevonden 
worden. 

Tabel K. Inhouden der bolvonmge segmenten. 



w. 


Inhoud. 


11 


Inhoud. 


IT. 


Inhoud. 


IT. 


Inhoud. 


1 


42942'93 


56913'16 


21 


29169'70 


31 


32335'29 


2 


43109 24 


12 


59818 34 


22 


31068 03 


32 


38378 92 


3 


43459 15 


¥ 


21041 33 


23 


33480 26 


33 


49486 37 


4 


43997 03 


1'4 


21678 70 


24 


36389 43 


34 


12325 65 


5 


44748 10 


15 


22896 22 


25 


19454 84 


35 


13920 00 


6 


46699 92 


16 


23189 98 


26 


20629 30 


36 


16289 86 


7 


46935 47 


17 


24070 00 


27 


22087 57 


37 


20346 88 


8 


48539 03 


18 


26078 44 


28 


23834 87 


38 


31640 04 


9 


50411 08 
62826 95 


19 
20 


26218 67 
27668 08 


29 
30 


25926 26 
28471 40 


39 
1—39 


32171 30 


10 


1287031.54 



De inhouden dezer 39 driehoelges b^* elkander geteld, verkr\jgt 
men voor hunne som den gevraagden inhoud van 

PBCo = l,286,03r64 D minuten. 

De vorm der formule (26) geeft wel aanleiding, om den inhoud 
van een bolvormig segment als eene volkomen ontwikkelbare opper- 
vlakte op een plat vlak over te brengen. Immers zi|j bestaat uit 
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/ C PC 
twee factoren 1". ^ttBx — " ^ ' , dat is, een gedeelte van den 

360 

omtrek van den grooten cirkel yan den bol, en 2^, BSinvefa 
^(PCjj + PCj), dat is de sinusversus van den boog van het segment; 
en daar deze beide factoren zich in dezelfde eenheid laten uitdrukken, 
zoo zal de oppervlakte van elk bolvormig segment kunnen voorge- 
steld worden door een op schaal geteekenden platten rechthoek. 
Alle onze 39 bolvormige segmenten zullen dan zoovele rechthoeken 
kunnen voorstellen, met den eersten factor als grondlijnen of abdssen 
en met den tweeden als opstaande zijden of ordinaten; en wanneer 
wij nu al die grondl^'nen naast elkander op eene rechte lijn plaat- 
sen, en dus ook de rechthoeken, die ook verschillende hoogten heb- 
ben, dan zal de fig. 5 den- geheelen inhoud PBCq, op een plat 
vlak ontwikkeld, voorstellen. De geheele basis van de aldus ontstane 
figuur zal dan, B weder in minuten uitdrukkende, gelijk zijn aan 

2Ti2x^g^ = 2TX343n74677x~3g^(te^^^ 

de hoogte van den eersten rechthoek = 72 X Sinv 26 ^ 4' 66" 7 = 
= 3437'74677X 0.101825 = 349'963; en die van den laatsten 
= 3437'74677X 0.047316 = 161'610. Nemen wij nu, om de figuur 
te teekenen, bijv. voor iedere 1000' van de basis eene lengte van 
25 mm., en, ten einde de kromte der lijn beter te doen uitkomen, 
voor iedere 100' der hoogte eene lengte van 50 mm, dan ontstaat 
figuur 5, waarin al de 39 segmenten afgekort, om ruimte te 
winnen, naast elkander voorkomen. 

2®. De strooken verdeeld in segmenten en driehoekfes» 

Wanneer wij in elke strook C^PCj uit de pool P met de klein- 
ste zijde PCq als straal een cirkelboogje beschrijven, die de langste 
z^'de PC| in C' ontmoet, dan verdeden wij die allen in segmenten 
met hunne kleinste zijden tot boog, en in een driehoekje CoCjC', 
De inhouden van de achtereenvolgende segmenten worden dan op 
de zoo even aangewezene manier, doch met de kleinste zijde als 
boog, nauwkeurig gevonden; doch de inhouden der driehoekjes, — daar 
voor deze geene formule op den bol te vinden is, en zij dus ook 
niet volkomen op een plat vlak kunnen worden uitgelegd — , moeten 
door benadering gevonden worden. 

Berekenen wij eerst de inhouden der segmenten. Hiertoe moeten 
wij nemen de sinus-versussen der kleinste bogen van eiken driehoek. 
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welker waarden in de laatste kolom van tabel H gevonden worden. 
De berekening geschiedt weder volgens formule (26*). 

Tabel L. Inhouden der bolvormige segmenten. 



N*^. 


Inbond. 


N^ 


Inhoud. 


N°. 


Inhoud. 


N^ 


Inhoud. 


1 


42912'99 


11 


54817'04 


21 


28757'11 


31 


31954'57 


2 


43021 37 


12 


58436 57 


22 


30606 47 


32 


37899 28 


3 


43313 16 


13 


20860 24 


23 


32943 68 


33 


48830 72 


4 


43779 58 


14 


21480 97 


24 


35763 03 


34 


12292 25 


6 


44441 34 


15 


22179 57 


25 


19278 30 


35 


13877 17 


6 


45328 52 


16 


22951 80 


26 


20435 07 


36 


16236 77 


7 


46466 72 


17 


23809 33 


27 


21869 67 


37 


20283 60 


8 


47896 83 


18 


24784 90 


28 


2358718 


38 


31530 35 


9 


49697 42 


19 


25897 99 


29 


25645 81 


39 


32114 86 


10 


51947 07 


20 


2721100 


30 


28142 56 


1-39 


1273282.86 



Berekening van de inhotiden der driehoekfes. 

Leggen wij zooveel doenlqk de overgeblevene driehoekjes op een 
plat vlak neer, dan zullen zij, dewijl de zijden der segmenten lood- 
recht op hunne basissen staan, ook rechthoekige driehoekjes moeten 
vormen, wier basissen, ontwikkeld, gelijk zijn aan den boog van 
den kleinen cirkel, die ook de bogen der segmenten vormt, en wier 
hoogten, mede ontwikkeld, gelijk zijn aan het verschil der z\jden van 
iedere strook of segment; derhalve hunnen 

Inhoud = (LOoVC^xSinVCi)x\(P^o-'P^i)' 
Voor de inhouden dezer driehoekjes, als zoodanig beschouwd, 
vinden wij in tabel M de volgende waarden. 

Tabel M. Inhoud der rechthoekige driehoe^'es. 



N^ 


Inhoud. 


N^ 


Inhoud. 


N^ 


Inhoud. 


N». 


Inhoud. 


1 


SO'Ol 


11 


1092'23 


21 


411'14 


21 


379'60 


2 


88 24 


12 


1368 30 


22 


460 42 


32 


478 21 


8 


150 45 


13 


180 95 


23 


53310 


33 


654 37 


4 


217.00 


14 


197 35 


24 


623 57 


34 


33 99 


5 


289 50 


15 


216 03 


25 


174 44 


35 


89 56 


4 


370 46 


16 


237 44 


26 


193 33 


36 


48 19 


7 


464 31 


17 


260 21 


27 


217 75 


37 


62 48 


8 


575 43 


18 


287 67 


28 


246 69 


38 


109 85 


9 


709 93 


19 


319 55 


29 


280 01 


39 


56 19 


10 


876 11 


20 


350 76 


30 


317 25 


1-39 


• 186.02 
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De voorgaande berekening van de inhouden der driehoekjeB» als 
plat en rechthoekig beschouwd, mogen wij niet als nauwkeurig ge- 
noeg houden, dewijl wij daardoor van de onderstelling zqn uitge- 
gaan, dat hunne schuine zijden rechte lijnen zijn. De loop der 
kromme lijn van figuur 5 doet immers zien, dat w^' die onderstel- 
ling, vooral niet bij het begin en het einde der kromme mogen 
aannemen, maar dat wij de schuine 1^'nen der driehoekjes moeten 
vervangen door kromme lynen. Wij komen alzoo tot het vraag- 
stuk om den inhoud eener vlakke kromme lijn bij benadering te 
vinden. 

Zooals men weet , beschouwt men voor dat doel , de kromme als eene 
parabool van hoogere macht, en neemt men tot gemak der berekening 
alle opvolgende abcissenverschillen aan elkander geKjk ; voor welke abcis- 
sen dan de ordinaten der kronmie moeten bekend zijn. Alvorens wij 
dus tot de inhoud vinding van onze driehoekjes kunnen overgaan, is het 
allereerst noodig, dat wij de waarden van de hoeken P of der deelen 
van de basis van ieder der segmenten afzonderlijk even groot ma- 
ken, en daarna voor elk dier abcissen de overeenkomstige waarden 
der ordinaten berekenen. 

Deze bewerking geeft de gelegenheid aan de hand om de nauw- 
keurigheid der inhoudsvinding binnen veel engere grenzen te brengen 
dan wij tot hiertoe gedaan hebben, dewijl daardoor het aantal dee- 
len, waarin elke basis verdeeld wordt, meer en meer vergroot wordt. 
Het komt óns voor, dat wij ons doel, eenen genoegzamen graad van 
nauwkeurigheid, zullen bereiken, wanneer wij ons voor de verdeeling 
bepalen tot iedere 10' boogs van (p, alzoo dat elk der bogen van O 
tot !•, van 1 — 2** ... en van 11 tot 12<* nog in zes; en de bogen 

12<' tot ]2<>20', enz en van 15 MO tot 16 o nog in twee gelijke 

deelen worden verdeeld ; door welke onderverdeeling onze kromme lijn 
van figuur 5, in 112 punten verdeeld wordt. Ware PC in functie 
van P gegeven, dan zou het eenvoudiger geweest zijn, de hoeken P 
van ieder der hierboven genoemde driehoeken in 6 of in 2 gelijke 
deelen te verdeden, en voor die tusschen waarden de PC of de ordi- 
naten volgens de alsdan bestaande formule te berekenen. Nu echter 
kunnen wij niet anders dan óf met de nieuwe waarden van die 
grootheden P en PC volgens formule 20 '^ onmiddelijk berekenen, of 
die door interpolatiën vinden. Wij hebben de laatste bewerking als 
de eenvoudigste verkozen, en zoeken, uit de gegevens van tabel G, 
de tusschen waarden van P en PC, door eerst in de helft, en later 
in drieën te interpoleeren. Wy vinden dan 
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voor cj) =: 0® 0', 


P = 0«0'0''0^ ^^,^3„^PC 


= 


2606'29"1 


= 10 


= 20 28 4 ]^ 
= 40 47 9 ]] 

= 1 113 7 ; 


24 5 


zz: 


''''^6S 


= 20 


25 8 


= 


^^^^-9 8 


= 80 




— 


611 6 ,^ , 




-f 


27 2 




—12 8 


= 40 


= 21 40 9 ; 




— 


458 8 ,, ^ 




^ ^ + 


28 6 




—16 2 


=: 50 


= 42 9 5 ]^ 
= 22 89 9 "*■ 


80 4 


= 


**^«-20 3 


= 1 




=s 


26 4 22 8 



In figuur 6 stellen wij door ABCB de te berekenen oppervlakte 
voor van ^ = O» tot (J)=l^ ; AB is de as der abscissen = 2®2'39'9 = 
=:7859''9; AD = 2605'29''l de ordinaat voor(J) = 00; enBC = 
= 26H'22''8 de ordinaat voor <p = l% en CD de kromme. Door 
het interpoleeren van A B = P , in zessen, verkrijgen wij de abscissen 
B^j en de ordinaten 5|Ci=:PG, die door gestippelde lijnen zijn 
geteekend. Om nu gel^'ke abscissen voor de berekening van de hier 
voorgestelde kromme vlakte te verkrijgen, verdeelen wij AB in zes 
gemke deelen, en trekken uit die deelpunten ordinaten tot aan de 
kromme; dewijl nu deze ordinaten niet met de vorige (gestippelde) 
te samen zullen vallen , moeten hunne waarden op nieuw voor gelijke 
abscissenwaarden van 20'26''65 , en nogmaals door interpolatie worden 
gezocht. Deze bewerking voor alle onze kromme oppervlakten uit- 
voerende, verkrijgt men de waarden van P en PC, dat zijn de ab- 
cissen en ordinaten van eene kromme door 112 punten bepaald; deze 
wlaarden zijn in tabel N opgenomen. 

In onderscheidene leerboeken, onder andere ook in de ,fSammlungr 
von Aufgaben und Lehradtzen am der Analytischen Geometrie ^ von 
L. J. Magnus, 1«' Theil, Seite 498", komt de methode voor tot het 
vinden van eene oppervlakte, begrensd door de abscissenas, de ordi- 
naten van het eerste en laatste punt en de kronmie, door benade- 
ring te bepalen. W^' verw^'zen daarheen, de notatiën der abscissen 
en ordinaten behoudende, zooals die in figuur 7 z^'n aangewezen ^). 

Voor de uitdrukking van den inhoud met zes ordinaten vinden 
wij aldaar 

AmG E en F CenE D 

8401 = {41(yo+y6)+216(y,+jrs)+27ör,+yJ + 272^3 }A; . (27) 
en voor den inhoud met drie ordinaten 



1) Van het geven van een uitgewerkt voorbeeld ter berekening der verschillende 
coëfficiënten kannen wij ons ontslagen rekenen, daar die voorkomt in dit Archief, 
Deel IX, Stuk ï, blz. 76—86, bij de bepaling van de vergelijking eener kromme 
door twaalf punten. 
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6/=:{(y,+y,) + 4yi}A (38) 

De eerste formule (27) zal ons dienen voor de 12 oppervlakten 
van (p = 0^ tot (J) = 12«, en de tweede (28) voor die van de 12 
laatste van <^ = 12» tot (f> = 16^ 

Uit tabel N worden nu gemakkelijk in ieder der te berekenen op- 
pervlakten de waarden der ordinaten 2/o> 2/o • • • door aftrekking ver- 
kregen; in aanmerking nemende dat, dewijl wij den inhoud van drie- 
hoekige vlakken moeten zoeken, de laatste of eerste ordinaat gelijk 
O moet genomen worden. 

In de volgende tabel O zijn de onderscheidene waarden van de 
genoemde ordinaten, benevens de sommen van ^1+^5 ea van 
yi+y» voorts van JA of ^h, de afstanden der ordinaten in ieder 
der beschouwde oppervlakten, opgenomen. 

De uit deze gegevens berekende inhouden zijn nu in vierkante 
seconden uitgedrukt. Om die inhouden nu bij die der segmenten 
van tabel L te kunnen voegen , moeten zy door 3600 worden ge- 
deeld. Voor de waarden van k in formule (27) moeten die van JA 
in de laatste kolom van tabel O met 6 vermenigvuldigd, en die van 
\h verdubbeld worden; of men kan ze ook behouden, door de coëf- 
ficiënten der formule (27) met 6 , en die van formule (28) met 2 te 
vermenigvuldigen. Voorts, daar deze h hoeken voorstellen, moeten 
zij nog door vermenigvuldiging met de sinus van PC tot de grootte 
der basissen van de segmenten herleid worden. 

Tot gemak der berekening herleiden wij eerst de coëfficiënten J tot Q. 



Coëfficiënten A en Cr. 

jÉ()gf6 = 0.7781513* 
(70/078600 = 6.4436975 
Cb%840 = 7.0757207 



Lo^ il = 5.9103584 
il = 0.000081849 



D en F. 
216 = 2.3344588 

= 4.2975695 



/^^^ = 6.6320233 
fi=: 0.00042857 



Cen L\ 
27=1.4813688 

= 4.2975695 



^0^0=5.7289333 
C= 0.000053571 



D. 

272 = 2.4345689 

= 4.2975695 



JLo(/Z) = 6.732 1384 
/> = 0.00053968 



De formulen (27) en (28) veranderen dus in 

ƒ = { [6.9103534] y 0+ [6.6320288] (y 1 + y^) + 

+ [5.7289333] (y, + y J + [6.7321384]y3 } X J ^ X ^PC (27') 

/=^i^^{yo+4y,}xiAXfii«PC (28') 
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W^ laten de berekening der 84 oppervlakken hieronder volgen. 
Tabel P. 





1 


2 


3 


Logyt = 
LiigAss 


1.8247765 
5.9103534 


0.00543 
0.03608 
0.00507 
0.02650 


2.2933626 
5 9103534 


0.01699 
0.09198 
0.01213 
0.06001 


2.5183823 
5.9103534 

8.4287357 
2.5420781 
6.6320233 




LogB= 


7.7361299 
1.9253121 
6,6320233 


8.2037160 
2.3316297 
6.6320233 


0.02684 


Lo9(yi+yi) = 
LogC=. 


8.5673364 
1.9763500 
6.7289333 


8.9636530 
2.3546846 
5.7289333 


9.1741014 
2.6649736 
5.7289333 


0.14932 


LogD = 


7.7052833 
1.6910815 
6.7321384 


8.0836179 
2.0461048 
6.7321384 


8.2839068 
2.2671984 
6.7321384 


0.01923 




8.4232199 


8.7782432 


8.9893368 


0.09767 


Lo,{. .} = 

Loglh = 

LogSinVC — 


8.8637985 
3.0887210 
9.6427845 


0.07308 
39*40 


9.2555378 
3.0915899 
9.6121309 


0.18011 
97'56 


9.4668083 
3.0974934 
9.6407047 


0.29296 


Logl=z 


1.5953040 


1.9892586 


2.2050064 


1 60*33 




4 


5 


6 


logvo — 

LngA = 


2.6705242 
5.9103534 


0.03810 
0.20833 
0.03197 
0.13492 


2.7861833 
5 9103534 


0.04972 
0.26854 
0.03407 
0.17248 


2.8809850 
5 9103534 




i»f/(y, + !/») = 
LogB = 


8.5808776 
2.6867256 
66320233 


8.6965367 
2.7969904 
6.6320233 


8.7913384 
2.8901415 
6.6320233 


0.06185 


lj)gG = 


9.3187489 
2.7757560 
5.7289333 


9.4290137 
2.8034571 
5.7289333 


9.5221648 
2.8952568 
5.7289333 


0.33279 


LogD = 


8.5046893 
2.3979400 
6.7321384 


8.5323904 
2.5046068 
6.7321384 


8.6241901 
25961571 
6.7321384 


0.04209 




9.1300784 


9.2367452 


9.3282955 


0.21296 


Lnq som=. 

Lo!llli = 

lAgSinVC = 


9.6162864 
3.1064732 
9.6389432 


0.41332 
229'99 


9-7200021 
3.1186516 
9.6360007 


0.52481 
298'30 


9.8127062 
3.1342952 
9.6326488 


0.64969 


Log l =. 


2,3617028 


2.4746544 


2.5796502 


379'89 
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7 


8 


9 


Logvo^ 
LogA — 


2.9660605 
5.9103534 


0.07506 
0.39867 
0.05012 
0.26290 


3.0383022 
6.9103534 


0.08886 
0.47237 
0.06905 
0.20780 


3.1070403 
5.9103534 




LogU — 


8.8754139 
2.9688097 
6.6320233 


8.9486556 
3.0422614 
6.6320233 


9.0173937 
3.1077525 
66320233 


0.10409 


LogC= 


9.fiÜ08330 
29710438 
5.7289333 


9.6742847 
3.0422604 
5.7289333 


9.7397758 
3.1074135 
5.7289333 


0.64926 


LngÜ=: 


8.6099771 
2,6708023 
6.7321384 


8.77119 <7 
2.7417817 
6.7321384 


8.8363468 
2.8062478 
6.7321384 


0.06860 




9.4029407 


9.4739201 


9.5383862 


0.34645 


Lag som = 

LSglh=z 

L'>gSittVC — 


9.8902757 
3.1537440 
9.6285307 


0.77674 
470'49 


9.9628757 
3.1772710 
9.6236016 


0.91807 
580'43 


0.0283272 
3.2056167 
9.6177409 


1.06740 


Logl = 


2.6725504 


2.7637483 


2.8516838 


71070 




10 


11 


12 


Logy a = 
LogA — 


3.1715802 
5.9103534 


0.12076 
0.62991 
0.07923 
0.39321 


3.2360232 
5.9103634 


0.13976 
0.71246 
0.08725 
0.43569 


3.2946426 
5.9103434 




Log{yt+ys)=^ 
LogB = 


9.0819336 
3.1677682 
6.4320232 


9.1453766 
3.2207355 
6.6320233 


9.2049860 
3.2740192 
6.6320232 


0.16032 


Log{yt+yi) = 
LogC= 


9.7992814 
3.1699682 
5.7289333 


».8527587 
3.2118411 
5.7289333 


9.9060424 
3.2681800 
5.7289333 


0.80546 


Log{yj) = 
LogD = 


8.8989015 
2.8H24893 
6.7321384 


8.9407744 
2.9070350 
6.7321384 


8.9971 133 
2.9976485 
6.7321384 


0.09934 




9.6946277 


9.6391734 


9.7297869 


0.53677 


Log som ^ 

LoQ\h=. 

LogSinVC = 


0.0874656 
32393495 
9.6108141 


1.22311 
886'22 


0.1383534 
3.2798381 
9.6026315 


1.37516 
1049'13 


0.2046328 
3.3277062 
9.5930171 


1.60189 


LogI — 


2.9376292 


3.0208230 


3.1263661 


1334'60 
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13 


14 


15 


16 


17 


18 


lXyo = 
4Xyi = 


723'fl 
1463.2 


759*1 
1465.6 


796*7 
1496.4 


837*2 
1601.6 


874*5 
1634.0 


917*7 
1730.8 


Som = 
Log som = 

Logeoëff.— 
Logih^ 

Log Siv p = 


2186.8 
3.3398001 
5.9665762 
3.3649542 
9.5894195 


2224.7 
3.3472715 
5.9665762 
3.3866330 
9.5856695 


2293.1 
3.3604230 
5.9665762 
3.4079516 
9.5816667 


2438.2 
3.3871762 
6.9665762 
3.4317676 
0.5772727 


2503.6 
3.3994141 
5.9666762 
3.4571246 
9.6727303 


2648.5 
3.4230000 
5.96657fi2 
3.4845845 
9.6679097 


LogI= 


2.2607590 
182'29 


2.2851502 
192'82 


2.3165174 
207'26 


2.3627827 
230'66 


2.3958452 
248'80 


2.4420704 
276'74 




19 


20 


21 


22 


23 


24 


ixy,= 

, 4xy,= 


963'3 
1763.6 


993*1 
1812.0 


1085*4 
1901.6 


1094*6 
2098.4 


1192*8 
2071.2 


1256*4 
2152.0 


Som=. 
Log som z=. 

Log Sin f = 


2726.9 
3.4356692 
5.9665762 
3.5143086 
9.5627743 


2805.1 
3.4479483 
5.9665762 
3.5469126 
9.5672959 


2987.6 
3.4752353 
6.9665762 
3.6832380 
9.6514606 


3193.0 
3.5041989 
5.9665762 
3.6232648 
9.5451916 


3264.0 
3.6137502 
5.9665762 
3.6691867 
9.5384460 


3408.4 
3.5326506 
5.9665762 
3.7198448 
9.6311774 


LogI = 


2.4793283 
301'63 


2.5187330 
330'! 6 


2.6766101 
37714 


2.6392315 
436'74 


2.6879591 
487'48 


2.7601490 
5«2'53 



3. De 8irookm beschouwd dU bolvormige driehoeken. 

Voor de bepaling van den inhoud der strooken als bolvormige 
driehoeken, of wat hetzelfde zegt, de verbindingsboogjes ö^, C| , C, Cj , 
als bogen van groote cirkels aangenomen, hebben wij de. formule (23) 
te nemen, op blz. 43 gesteld, en voor de uitwerking dier formule, 
de som der op blz. 46 reeds gevondene spherische e^Kcessen. 

De gebeele inhoud namelijk wordt uitgedrukt door 



I = A 



90» 



9r^* II. 

Zoff^ = 0.4971499 

2Zöy72 = 7.0725478 

Coloff 648000' = 4.1884250 

-Z^y{eo+^i+^a+--- +^39} =^y2246r82 = 4.3514450 

Zo^/= 6.1095677 
7=1.286967,90 

Tot eene algemeene vergelijking van de uitkomsten der inhouds- 
vinding in de hierboven beschouwde manieren, strekken de cijfers 
der volgende tabel Q. 
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Tabel Q. Vergelijking der gevondene inhouden. 





l«te manier. 






2^® manier 


• 




3de manier. 


N^ 


Bolvormige 


Bolvormige 


Bechth. 




Ronde 




Bolvormige 
driehoeken. 




iegwteuien» 
K blz. 168. 


segmenten» 
Z blz. 170. 


driehoek. 

Mhiiro. 


Samen. 


oppervL 
bk.l74. 


Samen. 


1 


4294293 


42912'99 


3001 


42943'00 


39'40 


42962'39 


4298617 


2 


43109 24 


43021 37 


88 24 


43109 61 


97 56 


43118 93 


43131 13 


3 


43459 15 


43313 16 


150 45 


43463 61 


160 33 


43473 49 


43446 10 


4 


43997 03 


43779 58 


217 00 


43996 58 


229 99 


44009 67 


43991 72 


5 


44748 10 


44441 34 


289 60 


44730 84 


298 30 


44739 64 


44609 37 


6 


45699 92 


45328 52 


370 46 


45698 98 


379 89 


46708 41 


45687 67 


7 


46935 47 


46466 72 


464 31 


46931 03 


470 49 


46937 21 


46922 97 


8 


48539 03 


47896 83 


575 43 


48472 26 


580 43 


48477 26 


48463 07 


9 


60411 08 


49697 42 


709 93 


50407 3f 


710 70 


50408 12 


60736 12 


LO 


62826 95 


51947 07 


87611 


62823 18 


886 22 


52793 29 


62798 06 


LI 


65912 16 


54817 04 


1092 23 


65909 27 


1049 13 


65866 17 


66880 67 


12 


59813 24 


68436 67 


1368 30 


69804 87 


1334 60 


59771 17 


69772 11 


L3 


21041 33 


20860 24 


180 96 


21041 19 


182 29 


21042 63 


21063 91 


Ld. 


21678 70 


21480 97 


197 35 


21678 32 


192 82 


21673 79 


21672 70 


16 


22396 22 


22179 57 


216 03 


22395 60 


207 26 


22386 83 


22390 04 


6 


23189 98 


22951 80 


237 44 


23189 24 


230 56 


23182 36 


23204 26 


.7 


24070 00 


23809 33 


260 21 


24069 64 


248 80 


24058 13 


24064 23 


L8 


25073 44 


24784 90 


287 67 


26072 67 


276 74 


25061 64 


26070 34 


19 


26218 67 


26897 99 


319 55 


26217 64 


30163 


26199 62 


26213 97 


JO 


27563 03 


27211 00 


350 76 


27561 76 


33016 


27541 16 


27658 18 


M 


29169 70 


28767 11 


41114 


29168 26 


37714 


29134 25 


29156 68 


(2 


31068 03 


30606 47 


460 42 


31066 89 


436 74 


31042 21 


31068 90 


13 


33480 26 


32943 68 


533 10 


33476 78 


487 48 


33431 16 


33468 78 


!4 


36389 43 


36768 03 


623 57 


36386 60 


662 53 


36326 66 


8624417 


{5 


19454 84 


19278 30 


174 44 


19452 74 


174 44 


19452 74 


19647 65 


J6 


20629 30 


20435 07 


193 33 


20628 40 


193 33 


20628 40 


20628 78 


J7 


22087 57 


21869 67 


217 75 


22087 42 


217 75 


22087 42 


22241 08 


^8 


23884 87 


23587 18 


246 69 


23833 87 


246 69 


23833 87 


23827 02 


t9 


25926 26 


25646 81 


280 01 


25926 82 


280 01 


26926 82 


26918 32 


10 


28471 40 


28142 56 


317 25 


28459 81 


317 25 


28469 81 


28664 26 


n 


32335 29 


31954 67 


379 60 


32334 17 


379 60 


32334 17 


32320 65 


12 


38378 92 


87899 28 


478 21 


38377 49 


478 21 


38377 49 


38364 94 


13 


49486 37 


48830 72 


654 37 


49486 09 


654 37 


49485 09 


49320 22 


14 


12325 66 


12292 26 


33 99 


12326 24 


33 99 


12326 24 


12323 18 


15 


18920 00 


13877 17 


39 66 


13916 78 


39 66 


13916 73 


13911 42 


16 


16289 86 


16236 77 


48 19 


16284 86 


4819 


16284 86 


16366 66 


17 


20346 88 


20283 60 


62 48 


20346 08 


62 48 


20346 08 


20343 44 


8 


31640 04 


31530 36 


109 36 


31639 70 


109 36 


31639 70 


31619 26 


9 


32171 30 
1287031'64 


32114 86 
1273282 86 


66 81 


32171 67 


56 81 


32171 67 


32164 40 




1360219 


1286885'05 


13362'12 


1286644^98 


1286956^04 




+ 386,66 






+ 240,07 




0,00 


+311.06 
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De uitkomsten der berekeningen, volgens de drie genoemde ma- 
nieren uitgevoerd, geven een zeer onbeduidend onderling verschil te 
kennen; evenwel mogen wij de tweede manier, alwaar de kromme 
door 112 punten bepaald wordt, wel voor de nauwkeurigste houden, 
en aannemen 

Inhoud PCo B = 1286644.98 D min. 

Om nu daaruit af te leiden de oppervlakte van het door de maan 
bedekte gedeelte der zon, heeft men formule (19) blz. 40 en fig. 4 

TCoB = PCoB-(PSB-TSB) (19) 

De inhoud van den bolvormigen driehoek PSB wordt het best 
door middel van zijn spherisch exces bepaald. 

Berekening van het spkeriach exces mn A PSB. 
LP = 89ö5'7'. SP = 900, PB ±=170 40' 48'; 
formule (21) blz. 42. 

^(PS~PB) = 360 9'36, Zo^a?« = 9.9070740 
|(PS + PB)=53 50 24, Zoy>Sfec = 0.2291169 
|.P = 44 32 38.6, Zog Cot = 0.0069127 
Zo^r^|(P + C)= 0.1431086 
|(P + C) = 54n6'24'2 
j P = 44 82 38 6 
waaruit s z=:W3S'B%90+\e = nH9' 2'7 

Inhoud bolvormige driehoek PSB •= a-R* j^^ • 

Zo^tB, =7.5696977 
Zoff6 = 63485''4 = 4.8026744 

Cb^ 64800" = 4.1884250-10 

6.5607971, /n^OfM^ PSB = 3637450,0 



Inhoud segment TSB = 9rB> Smv.SB 

Log^'Bi^ = 7.5696977 

«»ü.SB = 0,996152, Log=, 9.9978894 

Zo^^ = Zoy 63640 = 4.8037302 

Cb?64800'' = 4.1884250 
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6.5597423, Inhoud TSB = 8628626.0 



PSB-TSB = 8824.0 
PG|B, volgens de tweede manier =1286645.0 



Best, bedekte gedeelte der zon = 1277821 
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Log bedekte gedeelte der swn =: 6.1064700 
Inhoud Tan het dubbel octant van den bol = 
180 

Zo^5rR* = 7.6696977 

180 
Zo^ — = 9.6989700 

Log^m^'^ = 9.9978894 Logl^ = 7.2665571 

Log verhouding = 8.8399129 

dus de gevraagde verhouding = 0.0691692 

1 
of het , ■ ^^^^ gedeelte der zichtbare zonsoppervlakte. 
14.450O 

{Wordt vervolgd,) 



KLEINERE MEDEDEELINGEN. 



OVER HET GEBRUIK VAN DETERMINANTEN BIJ DE 
METHODE DER KLEINSTE KWADRATEN, 



P. VAN GEER. 



Onder denzelfden titel, als hierboven is gesteld, verscheen in het 
eerste deel van dit tijdschrift (Dl. I, bladz. 179 — 188) een opstel van 
mijne hand, waarin hel groote voordeel van de toepassing der deter- 
minanten bij de methode der kleinste kwadraten werd uiteengezet. 
Onlangs werd hetzelfde onderwerp behandeld door prof, Glaisher 
in Cambridge [Monthly Notices of the Royal Astronomical Society ^ 
Vol. XL, n**. 9 en Vol. XLI, n". 1); en dit geeft mij aanleiding 
thans nogmaals hierop terug te komen. 

De heer Glaishbb toch erkent dat mijn opstel het eerste en tot 
zoover eenigsté was over dit gewichtige onderwerp; zijne behande- 
ling stemt geheel met de mijne overeen, zoo ook de verkregen uit- 
komsten. In eene noot vestigt hij de aandacht op eene vergissing 
van mijne zijde in de schrijfwijze der determinanten, die de gewich- 
ten der uitkomsten voorstellen. Gaarne geef ik dit toe; voor den 
Engelschman, die blijkbaar alleen de vergelijkingen naging zonder 
den tekst te kunnen volgen , was zij van meer gewicht dan werkelijk 
het geval is. Want in den tekst staat uitdrukkelijk, dat de minoren 
van den hoofddeterminant moeten genomen worden; doch bij vergis- 
sing is de verkorte schrijfwijze dezer minoren in § 2 verkeerd voor- 
gesteld, omdat de rij van nullen is geplaatst volgens de hoofddiago- 
naal, in plaats van, zooals behoort en de bedoeling was, volgens de 
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rij van den tenn, wiens minor wordt genomen. Dat het slechts 
eene vergissing en geene fout was, blijkt voldoende hieruit, dat de 
verdere uitkomsten juist zijn, en met die van den Engelschen wis- 
kundige volkomen overeenstemmen. 

Terwijl ik m^' haast deze verklaring af te leggen en den goed- 
gunstigen lezer verzoek de juiste schrijfwijze voor de verkeerde te 
herstellen, wensch ik hieraan nog een en ander toe te voegen^ naar 
aanleiding van eenige verdere uitkomsten , die door den heer Glaisheb 
zijn verkregen. Zij vloeien op zulk eene eenvoudige w^ze uit de 
door mij vooropgestelde vergelijkingen en gevolgde oplossings-methode 
voort, dat slechts eene korte berekening noodig is om ze af te lei- 
den, waartoe ik thans onmiddellijk overga. 

Voor betere aansluiting zal ik in het kort, met behoud der schr^f- 
wijze, de in mijn eerste opstel verkregen uitkomsten samenvatten. 

De oorspronkelijke vergelijkingen zijn 

a , .t? ,+ 3, a;, + c, a;, + ... + ;?, a:. = i^i. 



Het aantal dezer vergelijkingen is m; het aantal onbekenden n, 
Waarbij m'^n. De gewichten zullen wij als niet ter zake doende 
buiten rekening laten. Het normale stelsel ter oplossing van de 
waarschijnlijkste waarden der onbekenden is 

(aa)a? , -f (aè) a?, + («c)a?, + + {ap)^n = {^F), 



{pa)x^ + (pb)x^ + {pc)x^ + .... + (pp)»n = {P^)y 
waarin, volgens de gebruikelijke notatie van Gauss 

(aa) = a,>+aj> + + «.*, J 

(5 a) = (ad) = ^1 5, -1-02^2 + ...• + «• ^«> j 



(2) 



(3) 



(«y) = «, J-, + ff, f, + . . . + a. J*.. 

De waarden der onbekenden zijn dns 

A, Aj A, A, 

«, = — , «1 = -^. «, = —...«. — — ,.... (4) 

waarin 

N.A.T.W.D1.IX. 1* 
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A = 



{aa){ab){ac), 
{ba){bh){hc). 



.{ap) 
,{bp) 



(pa){pb){pc)...{pp) 



/^. = 



{aF)(ab) (ap) 

{èF)(èb)....{bp) 



A,= 



(aa)(aF). 

{ba){bF). 



. . (bp) 



.A„ = 



{pF){pb). 

(aa){ab) . . . 
(ba)ibb). . . 



'(pp) 

.(aF) 
.(bF) 



(5) 



(pa){pF).. ..(pp) (pa)(pb). . . .(pF) I 

De gewichten der verkregen uitkomsten worden gegeven door de 
uitdrukkingen 



^' = ^' ^' = ^'-«-= 



jf«. 



(6) 



waarin M de bedoelde minoren voorstellen, en (met verbetering der 
vroegere vormen) aldus kunnen geschreven worden 



Jf.,= 



10 

(6a){èè). 



. . O 
.(bp) 



{pa){pb)...(j>j>) 



M^,= 



(aa)(ab),, .(ap) 
O 1 O 



(pa)(pb)...(vp) 



M,„=z 



(aa)(ab), . .(ap) 
(ba)(bb)...(bp) 



O O 



(7) 



Zetten wij thans het onderzoek voort en komen daartoe op den 
hoofddeterminant terug. Door substitutie der waarden kan hij aldus 
geschreven worden 



A = 






>*^lPi+^iP2 + '"+^mPm> 



Pt^i+P%ai+ +i>«««5 Plbj +Pi^l + +Pmb,, 

PxCl+PlCl-^'-'^-PmC^, ...;'l*+i?2*+i?sH...+i?i.*. 
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B^ ofitlëding geefi; hij éen aantal van m" enkelvoudige detenni- 
nanten; doch diegene, waarin twee gelijkgeplaatste kolommen voor- 
komen zijn blijkbaar nul, zoodat ér eenaantal »i(»i— 1)... (?»—» + 1) 
overblijven. 

Met ter zijde stelling van deze opmerking nemen w^ uit A de 
groep . 

« I * + «2 H • • • • + «• ^ «1 6, + fl J ^2 + . . . . + «« *« , 






Waarvoor geschreven kan worden 



,52 .... i„ ij 3, . . . .*„ 
. • • . . u i 

PiPi Pn 





a,/;, . 


■ ■Pi 




fljïij. 


■ 'Pi 


= 


• • •' « 


i • . ' 


«J.. 


"Pi.' 



Het aantal dezer groepen, in A begrepen, is gelijk het aantal com- 
bination n aan n van w elementen, zoodat kan geschreven worden 



»2^i • • • 'Pi 



a„&y, . . . .p« 



waarin het teeken 2 zich over al deze cómbinatiën uitstrekt. Elk 
der groepen bevat 1.2.3...^ enkelvoudige determinanten , die niet 
nul zijn; dit getal vermenigvuldigd met het aantal cómbinatiën geeft 
juist het bovengenoemd aantal enkelvoudige determinanten van A. 

De determinanten, die in de tellers van de uitdrukkingen voor 
de onbekenden voorkomen, kunnen op overeenkomstige wijze worden 
hervormd. 

Nemen wij b. v. 

14* 



A.= 
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dan bl^kt, dat hij ontbonden kan worden in groepen ais deze 



• • ««li^i +««?! + • •• + ««?«» 






waarvoor gesdireyen kan worden 



6| ^2 • • * • ^" 



/'iJPi ••••!>« 






PtPt 



of 



^1 d| • • • «jPi 

«J^2 • • • •/?. 



«.3. 






Fnè. 



•JP. 



Alle overeenkomstige groepen worden gevormd door de combi- 
natie der m grootheden n aan n; met het oog hierop kan geschre- 
ven worden 



A.=S 



«1*1 •• • 'Pt 
a^b^ . . . ,p^ 



^t^i • • • Pi 



FJ. 



waarin het teeken % zich over al deze combinatiën uitstrekt. 

Hieruit volgt dat de waarschijnlijke waarden der onbekenden in 
dezen vorm kunnen gebracht worden 



y" 
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Z4=2 





' 'Pi 
• 'Pi 




«1*|. 
«1*1- 


'"Pt 


•2 


a,6,. 


•••Pt 












FJ„.. 


"Pn 


«.*«. 


. . ./?. 


«.*.. 


• • • 



M 



X, =s 


«1-^1 — Pi 




«1*. Pi 

a^b^ p^ 


.£ 


«1*1 Pi 

«1*1 /'i 


1 


-»*. J M 


anF„ p. 




«.* Pn 




««*0 • . . .p« 


> 


X.— s 






«1* Pi 

«1*1 ^1 


.y; 


«1*1 • • • «i^i 
«1*1 ^1 


1 




«.* ^. 




«.*« Pn 




«.* /?. 





K8) 



/ 



Neemt men nu uit het stelsel vergelijkingen (1) de » eerste, en 
lost daaruit de onbekenden op, dan wordt, deze bijzondere waarde 
door I aanwijzende, 



?.= 



F.b. 



«1*1 



•Pi 



a,6, . 



■P. 



. ?, 





a,F, Pi 

a^F^ p. 


' 


«.*» ?. 




«1*1 /'i 

«1*1 P% 




«.*• P« 





«,«, — jp. 




«ji, . . . .J", 


• f =• 


a,b,...,F. 


> s« "- 


«,*, ..../», 




«,*»... .p. 




«.* !». 



.(9) 



Noemt men hierin den teller T en den noemer iV, zoodat 
^ ^ £ ±% y t± t ' 



(10) 



dan kunnen de waarschijnl^'ke waarden uit (8) aldus geschreven 
worden 






SiV» * 



sjyr» 



, • • • ,a.|| 



X. = 5i^-;..(ll) 



£i\r* ' 
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welke waarden volkomen overeenstemmen met de plaatsbepaling van 
het zwaartepunt van een gegeven aantal stoffelijke punten met ver- 
schillend gewicht. Zij geven de verwantschap tusschen alle verschil- 
lende baarden voor de onbekenden, die uit combinatie der gegeven 
vergelijkingen kunnen ontstaan, en de meest waarschijnlijke waarden 
voor alle vergelijkingen. 

Dit merkwaardig verband kan aldus worden uitgedrukt. 

Neemt lüen uit de m gegeven vergelijkingen alle onaf- 
hankelijke combinatien van n vergelijkingen, en lost uit 
elk itelsel de n onbekenden op; geeft men vervolgens aan 
elk Itel waarden het gewicht, voorgesteld door het vier- 
kant van den gemeensehappelijken noemer, en zoekt 
daatna vftn al deze waarden de gemiddelden (overeenko- 
mende met het middelpunt der stoffelijke punten met 
gegeveti massa); dan zullen deze gemiddelde waarden juist 
de meest waarschijnlijke zijn, die ook door de methode 
dier kleinste kwadraten worden opgeleverd* 

Dit eenvoudig, door den heer Glaisher voor het eerst bekend 
gemaakt, verband tusschen de bijzondere waarden uit elk stelsel ver- 
gelijkingen voortvloeiende en de meest waarschijnlijke waarden voor 
alle vergelijkingen leert, dat niet elk particulier stelsel waarden even- 
veel, bijdraagt tot de meest, waarschiynlijke waarden ,. maar het ge- 
wicht van zoodanige oplossing in onderlinge verhouding wordt voor- 
gesteld door het vierkant van den noemer. Heeft men dus verschil- 
lende particuliere oplossingen verkregen, dan zal de noemer van elk 
stelsel een' maatstaf zijn voor de waarde, die aan elke oplossing 
moet worden gehecht* . 

Het 'gevonden verband geeft tevens het middel > om uit een groot 
hoewel- niet Volledig getal bijzondere oplossingen bij benadering de 
meest waarschijnlijke af te leiden, met vermijding van de omslach- 
tige bewerkingen van de methode der kleinste kwadraten. 

Wqaen wij de afwijkingen der verg^ijkingen (1) van de waarschijn- 
lijke waarden aan door de letter q^ zoodat 

• ^^=ajtr, +*,a?j + . . .+;?2«„--F,, I . _ (12) 

dan is Sj-* de kleinste som van de vierkanten der afwijkingen en 
wordf aldus gevonden. 
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+ 2(^c)a:,.T3 + . . .'\-^(bp)x,x„ 

'-2(aF)x^-2{bF)x^—, . .-2{pF)x„ = 

z=LXi[{aa)xj +(a*)a?j + . . . + (ap)x„'-'(aF)] + 

+ x,[(ba)x,+ibb)x,+. . . + {bp)x,,^(bF)] + 

-'[{aF)x,+{èF)x, + . . , + {pF)x„--{FF)]. 
Daar ingevolge het normale stelsel (2) alle coëfficiënten van «,, 
arj , . . . nul zijn, blijft slechts 

Zq^=z^[(aF)x,-\-(bF)x,+. . . iCp^^.-C^'J)}, 
en dit wordt door substitutie der waarden uit (4) en (5), 

Zq , 

(aa){ab), , ,{ap)(aF) 
{ba){bb), . .{hp)\bF) 



of Zq- =: 



{aa)[ab), . ,{ap) 
{ba){bb).,.(bp) 



(13) 



(p^)(pi)^..{pp)(pF) 

{aF){bF), .{pF)[FF) {V^)W' • AVV) 

Het is gemakkelijk te verifieeren, dat de negatieve teekens in den 
teller, onafhankelijk van het even of oneven zijn van «, in den de- 
terminant liggen opgesloten. 

Deze fraaie vorm voor de som der kleinste kwadraten, die zich 
geheel bij de vroeger verkregen uitkomsten aansluit, is evenzoo 
het eerst door den heer Glaisher bekend gemaakt* Overeenkom- 
stig de voorgaande herleidingen kan hij ook in den volgenden vorm 
gebruikt worden, 

«1*, Pi^x 



Sy> =S 



:2 



a,*,.. 


• -Pi 


«,*,.. 


■■Pi 


«S*3- • 


■■Pi 





(14) 



anb„ p„F„ 

»«+l^«+l-'?«+l-^«+t ^«*« • • . '^« 
waarbij zij opgemerkt, dat het S-teeken in den teller zich uitstrekt 
over de combinatiën der m grootheden » + l aan » + l; dat in den 
noemer daarentegen omvat als boven de combinatiën n aan n. 
Is dus het aantal vergelijkingen slechts éën meer dan dat der on- 
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bekenden, dan bestaat de teller van den laatdten vorm slechts uit 
één vierkant, dat gemakkelijk kan bepaald worden. Noemen wij 
de waarsch^nl^'ke fout van elk der onbekenden r, dan is, volgens de 
theorie der waarschijnlijkheidsrekening. 

r, - ^^ ,..r. _ ^^ 

Door substitutie uit (6), (7) en (13) wordt dit 

{aa){ab)...{ap){aF) 
{hb){bc)...{hp) 



{pb){pc)...(pp) 



{ba){bb)...{hp){bF) 



(aF){bF)..(pF){FF) 



{aa){ab). , -(ap) 
(ba)(bb)...{bp) 



. (16) 



(pa){pb)...{pp) 

en overeenkomstige uitdrukkingen voor de andere waarschijnlijke fouten. 
Men merke hierbij op ,. dat de teller bestaat uit het produkt van twee 
determinanten, één van den («— 1)*^«» en een van den(»4 1)«'«» graad; 
de noemer uit het vierkant van een determinant van den «'*«» graad. 
Ook in den laatsten vorm kunnen de determinanten door som- 
men vervangen worden; door steeds des^lfde transformatie-methode 
toe te passen, zal men nu verkrijgen 

^i^io PiF, * 

«1*1^1 P%^i 






Pi 
Pi 



r|* = . 



^•+1 c«+i»»i'0+i 



a„b„c„ ...... p^F„ 



(i±b^ • • • t pi 



a^bn 



P» 






Pi 

Pi 



^nbn 



(16) 



enz.; waardoor alle grootheden, die bij de oplossing van het stelsel 
vergelijkingen van belang zijn, in overeenkomstige symmetrische vor- 
men z\jn uitgedrukt. 
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^ 1879. 26 November. Over de theorie der rechte l^nen. Door 
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1880. 21 Januari. Eene algemeene beschouwing van alle coör- 
dinatenstelsels, naar aanleiding van een geschrift van den Hus 
J. SoMOFF. De beschouwing is gebaseerd op de puntfunctie V(i»), 
eene veranderlijke grootheid, die op bepaalde wijze afhangt van de 
plaats van een punt in de ruimte. Door Prof. C. J. Matthes. 

Eene betrekking tusschen de coëfficiënten van Bebnouilli, telkens 
met overspringen van twee , naar aanleiding van een opstel van Prof. 
V. D. Bebg. Door Dr. A. Kettneb. 

Over de methode om de omhullende te vinden van eene kromme 
met veranderlijken parameter, ingezonden door den Heer C. Gobneille 
Landbé. Ingeleid door Dr. A, Kettneb. 

Welk punt op den omtrek van den cirkel om een driehoek be- 
schreven, moet men kiezen, opdat het voetpunt van één loodlijn 
daaruit op de zijden neergelaten, ligt midden tusschen de twee an- 
dere voetpunten. Er zijn drie zulke punten. Analytisch wordt een 
punt O gevonden binnen den driehoek; l\jnen uit de hoekpun- 
ten door O getrokken snijden den cirkel in de gevraagde punten. 
O is het snijpunt der lijnen die de middens der zijden vereenigen 
met de middens der bij die zijden behoorende hoogtelijnen. Inge- 
zonden door den Heer J. W. Tesch. Ingeleid door Dr. N. P. 
Kapteyn. 

1880. 10 Maart. De onmogelijkheid van de algemeene oplossing 
der vijfdemachts-vergelijking. Historisch overzicht. Het onderzoek 
van Abel over de vraag: „wanneer kunnen de wortels van wor- 
telvormen worden voorgesteld door eene rationele functie der wortels."^^ 
Door Prof. A. J. van Pesch. 
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1880. 1 December. Over staventoestel ter illustratie van de Wet 
van Snellius, Over remtoestel van Westinghousb. Bij beide on- 
derwerpen worden de besproken voorwerpen in natura vertoond. 
Door Dr. N. P. Kaptbyn. 

Welke is de waarschijnlijkheid dat: eene homogene staaf in drie 
stukken brekende, met de stukken als zijden een driehoek kan ge- 
vormd worden; kans:^^. Evenzoo in vier stukken brekende, de 
kans dat met drie stukken willekeurig genomen weer een driehoek kan 
gevormd worden; kans =;^-j*y. 

Verschillende oplossingen door Prof. A. J. v. Pesch. 

1881. 19 Januari. Eene uitbreiding van het theorema van Rolle 
(verband tusscben de wortels van F{x) = O en die van de afgeleide 
^[p) = O,) Dit theorema wojrdt uitgebreid op 't geval van imagi- 
naire wortels in F{x), Er wordt gevonden de eigenschap? Al 4® 
lywtela yan de afgeleide functie liggen binnen den rechthoek gecon- 
§itrueerd, met zijden evenwydig aan de assen door of om de wortels 
van de oorspronkelijke functie. Door Dr. G. J. Legebeke. 

Over imaginaire grootheden. Bewijs langs meetkundigen "vr^g dat 
men met imaginaire vormen dezelfde bewerkingen mag volvoeren als 
mfit reëele. 

Toepassingen 1*. Afleiding Theorema de Moivre. 

2®. ledere hoogere machtsvergelijking heeft een wortel. 
Door den Heer Cohen Kaz, 

IS81, 16 Februari. 1". Bew^s van een stereometrisch analogon 
van de stelling van Pappus, luidende: 

Wanneer op de opstaande zijvlakken eener piramide als grondvlak- 
ken prismata worden geconstrueerd, wier bovenvlakken elkaar in een 
punt P sn^'den , is de som van de inhouden dier prismata gelijk aan 
dat van jeen prisma, dat het grondvlak der piramide tot grondvlak 
heeft, en wiens opstaande ribben gelijk en evenwijdig zijn met de 
lijn, die het punt P verbindt met den top der piramide. (Bij eene 
driehoekige piramide zijn da prismata geheel willekeurig.) 

2"*. Conslxueert men op de zijden van een willekeurigen driehoek 
gelijkvorpaige ruiten, op dezejfde manier geplaatst, en verbindt de 
naastliggende vrije hoekpunten dier ruiten; dan ontstaat een zeshoek; 
construeer op de zijden van dien zeshoek, die niet aan een ruit 
behooren, weer ruiten, enz.; dan zal: 

a. de ruimte tusschen twee opvolgende zeshoeken bestaan uit rui- 
ten en trapezia^ 

h, de inhoud der trapezia in denzelfije» kriug gelijk zijn; 
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c, deze inhouden geheele reel vonden xijn van den inhoud des 
driehoeks. Door Dr. M. C. Fabaiba. 

Over wedefkeerige reeksen. Beeksen van bijzohderen aard.. Door 
Df. D, Y. liANKB&Elr Matthbs. 

Oj&t derdemachts4$n6n. Door dm Heer A» N. Godzfbot. 

1881. 23 Maart. Vraagstuk: Gegeven l''. de breedte van plaats 
A; 3^ het azimuth van plaats A' t. o. v. A; 8*. afstand AA', te 
berekenen de breedte van A'. De oplossing in de onderstelling, dat 
de aarde niet een bol, maar eéne omwentelingseilipsoïde is. Door 

Prof. F. J* SlAMKART. 

1881. 2 November. De rekenwerktuigen : 
a, het telbord als oudste rekenwerktuig; 
è, de Neperiaansche staaQes; 

c. rekenmachine van Pascal, 1612; 

d, logarithmische lineaal, 18<^* eeuw; 

c. werktuig van BabbagB, 1812, berustende op het bepalen van 
de termen eener reeks vierde orde; 

ƒ. rekenwerktuig van Thomas, uitgevonden in de eerste helft 
dezer eeuw. Het werktuig zelf wordt ter tafel gebracht en de in- 
richting door teekeningen opgehelderd. Door Prof. A. J. t. Pesch. 

1881. 14 December. Over kromme lijnen, beschouwd als projectiën 
van lijnen in de ruimte. De projectiën verkregen door stralenbundels. 

Door toepassing van deze eenvoudige wijze van projeeteerea wor- 
den een groot aantal bekende, soms zeer zanjengesjfcelde kromme 
lijnen gevonden. Bovendien wordt telkens de ligging der tangenten 
in elk punt der kromme door constructie bepaald. Door den Heer 

A, N. GODBFBOY, 

Vbaagstük I. Construeer een vierhoek, indien gegeven zijn twee 
overstaande zyd^en, twee overstaande hoeken, ^beiden ;= 90^ en de 
diagonaal tiisschen de hoekpunten van jgenoemde hoeken, Opge? 
geven door €. Knappeb Kz. 

Mededeeliög van een paar eenvoudige proeven ter ,ophddje.ring 
van de phyeische beschouwing van den regenboog. Door Dr. N. P. 
Kaptbyn. 

Vbaagstük II. Een bol rust op een horizontaal vlak en wordt 
beschenen door een lichtbro^ (punt) gelegen i» de loodlijn vm het 
raakpunt. Waar moet dit punt liggen, opdat de schaduw op het ho- 
rizontale ylak gelJijk zij aan he.t verlichte gedeelte van den bol? (Dit 
vraagstuk is voor e^nige jaren opgegeyen ter ^schriftelijke oplossing bij 
Eindexamen H. B. S.) Bij oplossing vindt men een punt buiten en 
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een binnen den bol. Wat is de beteekenis van dit laatste punt. 
Door Dr. A. Kettneb. 

1882. 25 Januari. Orer de vergel^'king van het raakvlak vol- 
gens de bepaling van Hebmann Sgheffleb. (Eene bepaling, die 
ook en vooral rekening houdt met de raakvlakken in b^zondere pun- 
ten). De bepaling behelst het navolgende: 

Breng door het te raken punt twee willekeurige vlakken dicht bij 
elkaar. De raaklijnen aan de doorgangen van deze vlakken en het 
oppervlak bepalen een plat vlak. Bijj nadering der twee willekeurige 
vlakken is de limiet van genoemd plat vlak het gezochte raakvlak. 

De vergelijking wordt mathematisch ontwikkeld, en ten slotte toe- 
gepast op het geval van een raakvlak aan een bol Door Dr. A. Kettneb. 

Bespreking van Vraagstuk II. (Vergadering 14» December 1881.) 

Het punt binnen den bol behandeld als oplossing van een zuiver 
wiskundig vraagstuk. Door Dr. J. Ringeling. 

1882. 22 Februari. Ontwikkeling eener nieuwe formule voor den 
inhoud van het viervlak. 

Noemt men twee tegenover elkaar staande ribben l en ^, de stand- 
hoeken op deze ribben a en »\ de zijvlakken A, B, G en D, dan 
verkrijgt men algemeen 

.T_ V(S~A)(S~B)(S"-C)(S-DP^.B.O.DCb<«|(M^) 
^1_ —, 

en dus voor 't bijzondere geval a + a' = 180*, 

V(S-A)(S-B)(S-0)(S-D)^ Door den Heer O. B. 

l ^ l 

Het raakvlak (volgens bepaling Hebmann Sgheffleb) aan de bij- 
zondere punten van het golfoppervlak van 't licht b\j tweeassige 
kristallen. Door Dr. f abaiba. 

1882. 22 Maart. De beteekenis van het eerste lid der op O herleide 
vergel^king van den tweeden graad met tw^ veranderlijken , indien voor 
X en y gesubstitueerd worden de coördinaten van een willekeurig punt. 

Beschouwing van het algemeene geval. Toepassing op de bqzondere 
gevallen van rechte lyn en kegelsneden. Door den Heer G. de Vbies. 

Over eene eenvoudige uitdrukking voor den kromtestraal van ont- 
wondenen van kromme lijnen. Door Prof. A. J. v. Fbsoh. 

Het raakvlak volgens bepaling Sgheffleb. Eenvoudige ontwikke- 
ling der vergelijkiug, door uit te gaan van de beschouwing, dat dit 
vlak moet gaan door het raakpunt en twee punten op twee elkaar 
opvolgende raaklijnen. Door Prof. A. J. v, Pesch. 



AKKEB. 



OVER HET QÜADRATISCHE REST- KARAKTER 
VAN HET GETAL 2, 



T. J. STIELTJES Jr. 



1. Z^' p een oneven prieingetal. De getallen kleiner dan py met 
uitzondering yan /—l , 

kunnen in twee groepen verdeeld worden, al naar gelang ze quadra- 
tische resten of niet-resten van p zijn. De eerste groep 

«,«',«", (A) 

bevat dan al de resten, de tweede groep 

byè\b'\ (B) 

alle niet-resten, die onder de getallen 1,2,....;?— 2 voorkomen. 
Is dus ^— l of —1 quadratische rest, dan bevat de groep (A) alle 
resten van p behalve jf -- 1 , en de groep (B) bestaat uit de geza- 
menlijke niet-resten van p. Is daarentegen —1 quadratische niet- 
rest, dan bestaat de groep (A) uit alle resten, de groep B uit alle 
niet-resten met uitzondering van jp— 1. In het eerste geval bevat 

dus de groep (A) ^^-r- , de groep (B) '-r-— getallen, in het tweede 

geval bevat (A) ^-^ , (B) ^-^ getallen. 

Maar het is nu gemakkelyk te zien, dat de groep (B) steeds uit 
een even aantal getallen bestaat. Men kan namelijk de getallen 
van (B) in paren vereenigen, door twee getallen b en V van (B) 
tot een paar te rekenen, wanneer 

b'^\(inod,p) is. 
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De getallen van een paar zijn altijd ongelijk; want nit hz=.b' 
zou volgen ^*^1 dus ^ = 1 of 5=^ — 1, maar het getal 1 
komt, als rest, nooit in den groep (B) voor, terwijl jp — 1 noch in 

(A), noch in (B) voorkomt. 

« — 1 
Is dus het geheele aantal niet-resten (wöe?. p) —z — even , dus p 

Til 

van den vorm ^n\\y dan bevat (B) alle niet-resten vanjp, en —1 

ö— 1 
is dus rest van jp. Is daarentegen —r- oneven , p van den vorm 

*i 

4 » -l" ^ > ^^"^ is noodzakelijk — 1 niet-rest jp. 

Te gelijk volgt nu, dat voor 
^ =r 4»«+l, (A) alle resten, behalve de rest j? — 1, bevat; het aantal 
der getallen (A) is 2»— 1; — (B)alle niet-resten bevat; hun aantal is 
=±2«; 

en voor /? = 4»+ 3, (A) alle resten bevat; hun aantal is 2»-|* 1 5 — 
(B) alle niet-resten, behalve de niet-rest jp-— .1,. bevat ;^ het aantal der 
getallen (B) is 2;^. 

2. Door bij alle getallen a, a\ a*\ . . , i, b\ h", ... de éénheid op te 
tellen , ontstaan de groepen vaü' getallen 

« + 1, a'+l, a"+ï,... .(A') 

*.|.l, y+1, y'-t-l, (B') 

die te samen «alle getallen • ' 

2,»,4,...j!^*-l 

vormen; zoodat in (A') en (B') te samen voorkomen: de =^-r— niet- 

« — 3 
resten en — -— resten van /?, namelgk alle resten behalve 1. 

Het aarital der getallen (B') is even, en onder de getallen van (B') 
-komen fevcntöel resten als niöt-resten van p voor. Want zijn h en 
'1/ twiée getallen van (B) dte een paat vöfmen, 

dufl is h^\^h{V^f), 

en daar b niet-rest is , zoo is één der getallen £ + ^ » ^''\' ^ ^^^> ^^^ 
andere niet-rest, 
In velrbaüE met het voorgaaiide tolgi, dtfit vDof j9d=4ii-f 1^ 

(B') bestaat uit^-j— =z» resten, 
4 

en —. — =3: n niet-resten , 
4 
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en derhalve (A') uit —r— = « — 1 resten , 

4 

en ^-7~ = » niet-resten. 

4 

Is echter j? = 4 » -f- 3 , dan beyat 

„ o 

(B') ^--- =» resten en » nietresten, 
4 

» — 3 JO + 1 

derhalve (A') —7— =» resten en ^^-^i— =»+l niet-resten. 

3. Het quadratische restkarakter van 2 kan nu als volgt bepaald 
worden. De gevallen ;? = 4» + l, ;? = 4»+3 moeten afzonderlijk 
behandeld worden. 

I. /?z=:4»-)-l. 

In dit geval bevat (B) alle niet-resten van /?, dus 

[x-b){x-b')ix-b") . . , = ir^ + 1 {mod, p). 
Stelt men hierin a? = — 1 dan volgt 

Maar volgens N**. 2 komen onder de 2» getallen ^+1, i'-fl,...» 
niet-resten voor, terwijl de overigen resten zijn. 

Is dus n even of jo = 8 ^ + 1 , 

dan is 2 rest van p. 

Is » oneven of p =. Sk-\-b, 

dan is 2 niet-rest van /?. 

II. p = 4fn + S. 

In dit geval bevat (A) alle resten van p, dus 

(a5—a)(a?— »')(«— a").i.^aj * — l («»ae?* /?)# 
Stelt men hierin 05=—!, dan volgt 

{a + I) («'-)- 1) (a"+ 1) . . = 2 {mod. p). 
Maar volgens N**. 2.. komen onder de 2«-fl getallen a-f-ï» 
a'+ 1 , . . w -l- 1 niet-resten voor, telrwijl de overigen resten zijn. 

Is dus n even of /> ss 8 A; + 8 , 

dan is 2 niet-rest van /?. 

Is « oneven jt? =2 8^-|-7, 

dan is 2 rest van p. 



BEWIJS VAN DE STELLING, DAT EEN GEHEELE RATIONALE 

FUNCTIE ALTIJD, VOOR ZEKERE REËLE OF COMPLEXE 

WAARDEN VAN DE VERANDERLIJKE, DE WAARDE 

NUL AANNEEMT, 



DOOB 



T. J. STIELTJES Jr. 



Het volgende bewijs yan dit fundamentaal-theorema der stelkunde, 
heeft, in zooverre de hulpmiddelen der integraalrekening te hulp ge- 
roepen worden, eenige verwantschap met het derde bewijs van 
Gauss (Gauss' Werke^ Bd. III, Seite 59) De wijze echter, waarop 
de tegenspraak afgeleid wordt uit de onderstelling, dat de stelling 
niet waar was, is hier geheel anders. 

Zij f{z) = e"+ai?'"*+óir""*+.. een geheele rationale functie 
van den tfi^ graad, en voor ;? z= a?-J-|/t 

ƒ (^) =«+»». 
De i^ncties u en 9, die geheel rationaal in o? en ^ zijn, hebben 
dan de voor het volgende wezenlijke eigenschap, dat hoe groot een 
getal A ook gegeven is, men altijd een getal R zóó groot kan be- 
palen, dat voor alle waarden van x en y, die aan de voorwaarde 

voldoen, «*+r* grooter dan A is. 

Het is niet noodig b^' het bew^'s van deze bekende eigenschap 
stil te staan; en ik bemerk hier alleen, dat zij ten slotte daarop be- 
rust, dat de //norm" van het product van twee complexe getallen ge- 
lijk is aan het product der nonnen van de factoren, en dat dus 
wanneer (aj+y$)" =/? + ^t 

is , tegel^kertijd identisch (a?* +y*)" =j»* + g^ is. 

Bewezen moet worden, dat er (reële) waarden van x en y zijn, 
die gelijktijdig « = O en t? = O maken. 

Inderdaad, bestonden er zulke waarden niet, dan zoude 

eene functie van x en y zqn, die de volgende eigenschappen had. 
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Ten eerste, to zou voor alle waarden van a? en y eindig en con- 
tinue z:gn, en gedeeltelgke afgeleiden naar o? en y hebben yan alle orden, 
die evenzeer eindig en continue z^'n voor alle waarden van x en y. 

Ten tweede, de functie w voldoet aan de vergelijking 

»"ir» + ^^=^- 

Dit laatste is duidelijk, wanneer men bedenkt, dat |X^(«*+v^) 
het reële deel is van de functie Lgfijs) van de complexe veranderlijke z. 
Maar men kan het ook direct toelichten, wanneer men bedenkt dat 

?« Sr. S« (ïü 

T^x Sy <^y <>a? 

is. 'Men heeft namel^k 

_ — 2 ^^ t»a? _ o <^y Sy _ , 

dy «*+t7* a*+r* da? 

dus ^-T- + -— r = 0. 

Srr* dy* 

Maar voor cle functien, die de eigenschappen hebben, waaraan hier 

w voldoet, geldt een theorema, dat, — wanneer men de veranderlijken 

05 en y meetkundig voorstelt, door de punten in een vlak, waarbij de 

veranderlijken a; en y rechthoekige coördinaten zijn ,'— daarin bestaat, 

dat de waarde van de funotie in een willekeurig punt even groot is 

als het gemiddelde der waarden, die de functie aanneemt op den 

omtrek van een cirkel, waarvan dat punt het middelpunt is. Dus 

scherper in een analytische formule uitgedrukt 

1 C^"^ 



è(^'-'^i)' 



{Arctg'^, 



(Zie by V. Bibmann's Imug, Bias. Art. 10, Oesamm. Werhe^ Seite 20.) 
Maar dit voert hier bl^'kbaar tot eene onger^'mdheid , want men kan 
R altijd zoo groot aannemen, dat 

voor alle waarden van ^, grooter is dan een geheel willekeurig 
aan te nemen getal. 

De onderstelling, dat er geene waarden van a? eny zijn, die tege- 
lijkertijd ii:=0 en o = maken, moet dus valsch zijn. 



N. A. V. W. Dl. IX. 15 



OVER EEN ArLGORITHMÜS VOOR HET MEETKUNDIG MIDDEN, 



1\ ;l. SVIEfiTJIilS Jr. 



In "Het ^9^*« Deel van hét Journal für die reine und angewandte 
Mathematik (^i\j& ^^^) y heb ik eene reken wijze aangegeven, waardoor 
het mogelijk is, wanneer Ie positieve getallen a\y a>^, . .a^ gegeven 
z^Jn., tiit öeie getallen, op rationeele wijze, k andere .geta:llen J^i, ij , . . 
hk af te leiden, zoodanig dat a.^ a^ . , , a ), zzz b ^ b ^ , , , h i, is, en 
de verschillen tusschen de getallen b^^h^^ , .b^ onderling zoo Mèin 
kunnen z^'n, als meii verkiest. 

Ik stel mij voor in het volgende op dit onderwerp terug te ko- 
men, en de bewijzen mede te deelen van hetgeen in die korte noot 
is uitgesproken. 

1. Zij dan, wanneer a^,ay,,.&i wijlekeurige reële , getallen zijjn 

M'y hun rekenkundig midden , d. w. z. hun som gedeeld door hun 

aantal k\ M^ het rekenkundig midden van alle producten van twee 

verschillende der getallen a, , a^ , . . a^ , d. w. z. de som dezer pro- 

ducten gedeeld door hun aantal — ~rr — •'; evenzoo M^ het reken- 

kundig midden van alle producten van drie verschillende der getal- 
len «, , a^ , . . a It enz. ; eindelijk Mt=:zaia^ . , .at» 

Omtrent de getallen a,,fl2,..fl* wordt verder niets ondersteld, 
zoodat het ook gebeuren kan, dat meerdere dezer getallen gelijk zijn. 
Het is nauwelijks noodig te bemerken, dat daarom hierboven het 
woord verschillende niet betrekking beeft op de getallenwaarde 
van ai^a^,,.ait, maar wel op de aan deze getaUen toegekende 
individualiteit. 

Voor de gelijkvormigheid stel ik nog vast , dat if o = I zal z^'n. 
De uitdrukking 
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is nu in het algemeen positief, of scherper uitgedrukt, deze uitdruk- 
king is nooit negatief en allééa dan gelijk nul, wanneer of alle ge- 
taUea a^,a^^. .a^ aan elkander gelijk zijn, of wanneer minstens 
*— /f + 1 dezer getallen gelijk nul zijn, in welk geval blijkbaar Mf 
en if^+i afzonderlijk gelijk nul zijn. 

Deze eigenschap is in hoofdzaak sedert lang bekend , en voor eenige 
geschiedkundige bemerkingen hieromtrent kan ik volstaan met te 
verwijzen naar een opstel van Dr. D. Bieuens de Haan, in het 8^^ 
Deel der Ver&lage» en mededeelingen der Koninklijke Jlkademie van 
W^etenschappen^ Afdeeling Natuurkunde, (Amsterdam 1858, blz. 
248 — 260). Men zie ook het opstel van Lobatto in het 9<*« deel 
dier Verslagen enz., blz. 92 — 106. 

Voor het gemak van den lezer, en ook om de grensgevallen, waarin 
de uitdrukking gelijk nul wordt, volledig te behandelen, laat ik hier 
echter het bewijs van het boven gezegde volgen. 

2. ^j /(aj)=(ir~a,)(a;-a2).. («;-«,), j 

waar in het tweede lid het bovenste of onderste teeken te nemen is , 
al naardat k even of oneven is. 

Volgens de onderstelling omtrent a^,a^,,,a^ heeft dan de ver- 
gelijking f(x) z= O slechts reële wortels, en hetzelMe geldt dus van 
de vergelijkingen, die vorderen dat de verschillende afgeleide functiën 
^n f{x) de waarde nul aannemen. Daarom heeft ook de veiigelijking 

(2) 
alleen . reële wortels, want deze vergelijking is niet wezenlijk verschiU 

lend .an = ^1^). 

Ik onderscheid nu deze drie gevallen. 
1**. Mf+i is niet gelijk nuL 
# 2*. if^^, = O, maar M^ is niet gelijk nul. 
3'. Mp+i =0 en il/^ = 0. 
In het eerste geval z^n ook alle wortels van de vergelijking 

(3) 



= iïf,^, 0:^+1 --^iif,a;^+ ^-^j±^ 



15* 
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reel, en derhalve ook die yan 

0z=M,.^x^--2M,X'{'M,.,; (4) 

want het tweede lid dezer laatste vergelijking onderscheidt zioh alleen 
door een standvastigen factor van de p-^V^ afgeleide van de functie, 
die het tweede lid van (3) uitmaakt. Uit de realiteit des wortels 
van (4) volgt nu 

en wel is if^*— if^_,iif^+i alleen dan gelyk nul, wanneer de 
beide wortels van (4) gelijk zijn. Hiertoe is weder noodzakelijk en 
voldoende, dat alle wortels van (8), dus ook alle wortels van (2), 
aan elkadr gelijk zijn, wat weder medebrengt, dat alle wortels van 
f(x) =. O gelijk zijn, of «j =• a^ := . . ziza^. 

Is dus Mf+i niet =0, dan is Jf^*— if^_i if^+, altyd positief; 
behalve wanneer 0^:^:0^ .. z^a^, in welk geval de uitdrukking 
gelijjk aan nul is. 

In het tweede geval is blijkbaar ilf^*—if^_iif^+i positief. 

Eindelijk is in het derde geval deze uitdrukking gelijk aan 
nul, en heeft de vergelijking (2) minstens twee wortels gelijk nul; 
zoodat de vergelijking f{x) := O minstens '^ — jp + l wortels geUjk 
nul heeft; of m. a. w. in dit geval zijn minstens A— />-fl der getal- 
len ai^a^,..ai gelijk aan nul. 

Hiermede is het in Art. 1 uitgesprokene volledig bewezen. 

3. Yan nu af onderstel ik dat a|,a),..aj( allen positief zijn, 
en stel 

zoodat de getroffen overeenkomst omtrent if ^ veroorlooft te schr^'ven 

M 
a/^ij^, p = l,2,..Af; 

waaruit volgt <-^,.t = ^'''^^\'^^'^' ^ 
dus a/>a'f+i; 

en wanneer ook de waarde nul voor a^^ai,, .a^ uitgesloten wordt, 
kan alleen dan a/zzza'^^^ worden, wanneer a, =«, . . zna^j.* 
Daar ook dit laatste geval geheel zonder belang is, kan het gevoege- 
lijk buiten beschouwing blijven, en is derhalve 

ai'>a^'>a^'>a,\.>a/; (6) 

terwijl uit (5) onmiddellijk volgt 
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a^a^a^ . .«^ = a,'a,'aj'. . a/ (7) 



Nu 18 blgkbaar «i = ~h — ' — 






«1 «1 »j »* 

en wanneer wig nu onderstellen, dat geen der getallen ai\aii.,ai 
grooter dan «i en kleiner dan a^ is, zoo Tolgt 

,.^lrV!^ <.„ 

ife— 1 
derhalve aftrekkende O <ai'— a^'< -v— («i— »*) (8) 

Leidt men nu uit ai\a^',..a/ een nieuwe groep van k getallen 
«/,»,•, ..«*• af, op dezelfde wijze als a^\ai\..a/ uit a^^a,,.. 
a^ ; evenzoo uit a|', öj', . . «*' de getallen «i", a,", . . a^" enz.; 
dan is dus 

»i >«i' >«/ •.>«»' >«*, 

a,'>ö/>«,'. .>«/>»/, 

enz.; 



0<a/'-a/'<^^«/-fl/)<(^)%,-aO, 



enz.; 
aia^ . •a^'ssiai a^ • •Ak ^^ ^i ff]'- «ajt'izi ai^'a)' . . a^^' = • • •; 
en voor de »^« afgeleide groep van getallen, 
c«) co co 

' heeft men a, >«! >a, >..>«* >«* , 

0<ai '-ai ^[ir) (^'~''*)' 
ro CO CO 



^2 



Daar nu 



m 



bij onbepaald toenemende waarden Tan n, ten slotte zoo klein wordt 
als men verkiest, zoo volgt dat de getallen 

allen voor » = oo tot een gemeenschappelijke limiet convergeeren , 
die blijkkaai gelijk is aan het meetkundig midden van a, ^a^»., a^. 

V ^1 a^ • . a^, 

4. Voor dat ik verder ga, zij het geoorloofd eenige getailen- 
voorbeelden te geven. 
Eerste voorbeeld. ^ = 3. 

«1 = 5, «5 = 5, «3 = 4, 



14 ,_65 ,__60 

7603 . 35290 , 16380 



' ""1638' * ~ 7673 ' ' ~ 3529 
of a/=4.64163 61416 36.., 

«,'=4.64158 88465 08.., 
«3*= 4.64154 15131 77,.. 
Men ziet hoe .snel de getallen van een zelfde groep tot elkaar na- 
deren, immers 

«/-«/ = 0.02380 95.., 

«,' -03' = 0.02747 25..,. 

«, "-«3'= 0.00004 72961 38 . . , 

a3*-a5''= 0.00004 73333 31 . . . 

Het gemiddelde der waarden van de tweede afgeleide groep geeft 

fl/'zz= 4.64158 88337 74. 

Later zal blijken dat het verschil fli" — Ö3" ongeveer 3 eenheden 
in de 10^« decimaal bedraagt. Die limiet is hier 

I^ÏOÖ = 4.64158 88336 12769 . . 
Tweede voorbeeld. )^ = 4. 

a, = 3, fli = 2, «3 = ^. «4 = 2, ^ 

/ 9 ,20 ,11 ,24 

«1 =i> ^»=y' ^»=T' ^*=n' 

,_ 17531 ,_ 116410 ,_ 128826 ,_ 15840 
^•-"7920' ^»— "52593' "' - "SSm ' ""* -"nsf' 



m 

of «/= 2.2^3510^010 1, 

aj'=: 2.212^1 2i.313 1, 
03' = 2.2^^1 5(0073 O, 
a/= 2.2,1 S^l-ÏS^S^Üi, 

en fl,'-aj'=:a.0?777^8, 

aj'-a,'» =0.022216 22, 
flj'-a/ =10.01118 18, 
fl/-fl/= 0.00009 76697 O, 

a/~fl3'= o.aaao9 74240 1, 

a,''-a/= 0.0fta09 71786 0. 
Uit de waarden • van a/, a^', Aj', a/ volgt ' 

,fl/'= 2.21336 38420 8, 
de limiet is 1^24 = 2.21336 38394 007. 

5. In de beide gegeven voorbeelden worden de verschillen der 
opvolgende getallen van een zelfde groep 

a,'— aj', flj' — «3'.. . 

1 ' r r 

niet alleen, bij overgang tot de volgende groepen, hoe langer hoe 
kleiner, maar de verschillen, die tot eenz^lfije groep beliooren, wor- 
den hierbij onderling hoe langer hoe minder veracbülÊnd. 

Inderdaad kan man het volgende uitsp$.ek^n. 

Het quotient van elke twee der ^ — 1 verschillen 

(») C») lOQ 71 

convergeert voor » == 00 tot de limiet 1. 

Yan dp verschillende bewezen, die ik yopr deze eigenschap vond, 
is het volgende verreweg het eenvoudigste. 

6. Ik stel öj =: tt- O/j , 

<7j=: a- o;.,, 



waarifi a een willekeurig getal is, en neme verder aan 

^1 <a?2 <.^3 r- <^k> 
jQpidat qpk geen txvee ri^r getallen a, , o^ . . a^ gelijk zijn. Verder zij 



/{^) = i\roaj*--^Ar.;B*- + ^^^i\r,aï-?-..±i\r,, 



..(9) 
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zoodat de getallen iVo , iV, , . . iV* op dezelfde wijze uit «, , rc^ , . . a?* 
geTormd zijn als M^ , if | , . . ilf^ uit a, , a, , . . a^. Het kan tot geen 
onduidelqkheid aanleiding geven, dat f{x) hier en in het vervolg 
eene andere beteekenis heeft dan in Art. 2. Men overtuigt zich nu 
onmiddellijk, dat de getallen M^yMi^.^Mf^ op de volgende wijze 
door middel van de functie f{x) en haar afgeleide fonctiên uitge- 
drukt kunnen worden 



(10) 



.(12) 



*(*-!).. 3. 2if,=/*-*(fl), 

waaruit dus volgt 

«ƒ =yF=FM(^» i? = l,2,..*, (11) 

waarbg f^ (a) =f{a) te nemen is. 
In plaats van (11) kan men ook . schrijven 

Ontwikkelt men deze waarde van a^' volgens de afdalende mach- 
ten van a, dan vindt men voor de eerste termen dezer ontwikkeling 

,.^,_^^_ipzjmizi!j>ifii (13) 

De p reële ongelijke wortels der vergel^king van den p^^ graad 

mogen genoemd worden yi»yt,**yp volgens hun grootte gerang- 
schikt, dus 

J/i<yi<«.<2//. 

Evenzoo mogen Zi<sf%<*. KZf^i de reële ongelijke wortels van 
de vergelyking /*-p+> (a?) = O zijn, zoodat z^ tusschen ^i en y, , 
z^ tusschen y^ en y, .., eindelijk Zj,^^ tusschen y^., en y^ ligt. 
Hierb^' is dus /?>1 te onderstellen. Volgens (11) is dan 

^ («-«i)(«-«i). •(«-«/-!)' 
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en, wanneer men de deeling uitfoert en in gedeelteüjjke breuken splitst, 
volgens (13) 

a;^a^N,J^ S — ^, (14) 

iraarin 

^ _. (g*-yt)(gii-~yi)«»(gjt-yp) .jgx 

* («jk-^l)..(«ik-^ik-l)(^ik-^*+l)..(«*-^p-l)* * ' 

In den teller van deze uitdrukking voor Aj^ zijn de factoren 

(^* -yi)» (^* -yi)> • • (^* -y *). 

allen positief; daarentegen de overige factoren, ten getale van p^k^ 

allen negatief. 
De n^tieye factoren in den noemer van dk z^*n 

hun aantal is^? — ^— 1. Het aantal negatieve factoren in den teller 
van ^ik is dus één grooter dan het aantal negatieve factoren in den 
noemer; derhalve zyn 

^li A^f A^ » * Af^i, 

allen negatief, en daar 

positief zijn, zoo volgt 

«, <«-JV, + j-^^ . 

Nu is Jl^\■A^,.■^■A,.^ bigkbaar de coëfficiënt ran - in de 

ontwikkeling van a/, volgens de afdalende machten van a; dus 
volgens (13) gelqk aan — (/>-l)(iV,*— iV,JV,) en a—e^, is klei- 
ner dan a— X, =aj, a— «,_, grooter dan a— «4=30», terw^l 
a—Ni blijkbaar geljjk aan a/ is; zoodat nu volgt 

a, <a, , _ 

, (16) 

"'>"' -v, 

Voor pz=,\ heeft men blikbaar de teekens > en < door het 
gelijjkteeken te vervangen. 
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7. De aiteidiog des o^g^jkhedlen (1&) steunt wezenlijk op de 
bemerking dat ^j, -^j, . . d^^^ alle negatief zijn. Men ka» dit 
laatste ook nog aldus aantoon^. 

Zij ^(a?)={«-y,)(x-f/i)..(a;-y^), 

dan is blijkbaar a. =:''-~f-~y 

9 W 



en 



^^^- + -1- + 



^(ir) iC-y, OJ-yj 0?-^^^ 
waaruit door differentiatie vol§^ 
g{^)9'\^)-9\^)9'{^) ^ 1 1 1 

en is, hierin X'=;,z^ stellende, daar ^(2^;^) = O is, 
9"{h) ^_ 1 _ 1 1 

Nu i^ epht^r, ^mh wit (^/:;=k-f^ ojiiniddjeUufci yojgt,, 

_ /; 1 1 1 

dus — 



8. Vervangt men in (16) p door jp + 1, dan verkrijgt men dooi 
verbinding . der verschillende ongelijkheden 

^p -^;>4i < — :—— — (-^i --^0^1)1 

^P -«^fl > — {^l'-^ii^t)> 

dus daar p hqogiMjens z;;;;^;-^! is, en a, -«a ei^ iV, ^-riVQ^, po- 
sitief aijn, zoo veel te meer 

üf-a^ + y < ^— (N^^-NoN^), i 

^p-^f + i > -— {Ni^-N^N^}. 

In de uitdrukking rechts kpmt nu p niet meer voor. 

Al de voorgaande ontwikkeliugen blijven onveranderd , wanneer men 

de getftllea flPi,aj,f.«*, door «," , flj!., ajt'' ?n tegelij^rtijd 

«1 , aj ». .a» door a^ > ^2 >**aik vervangt. 



Daar nu reeds bewezen is, dat aj ' , ffj " . , . . a^ " yoor » = <» 
tot een zelfde positieve limiet naderen» zoo kan men blijkbaar n 
altijd zoo groot nemen, dat 

<^'^ fl. ^^f <^''^ <^'\ 

«1 -(^-l)(al -a* ) 

positief is, en dan folgt gemakkelijk 

«ft +(^--l)(fli -fl* ^ fl, -flsr + i «1 -(^-l)(fl| -fljt ) 

Neemt men n groot genoeg, dan versdiiUen de beide waarden, 

waartusschen 

(«+n («+1} 
fl/ — fl^+i 
(•+1) (»+.) 
^+1 



«* — fl- 



ligt, zoo weinig als men v^kieat van de éénheid. 
Hiermede is dus het in Art. 5 uitgesprokene bewezen. 
9. Yoor het gemak der schrijfwijze zal ik voor een oogenbük 

ttj," door bf, fl/^* door b/ aanduiden. 
Dan is dus 



*/-V = 



6,^ b,"^ b. 



"' '(T:+i:-+è)"'-"=^+^+l:-+^+ 






Ok bit bji 
De uitdrukking rechts is 

waar j7 en j de getallen 1,2,..^ doorloopen, en jö> <2' blijft. 

Deelt men nu beide leden door (^,— ^t)^ en gaat over tot de 
limiet voor » = oo , dan volgt daar volgens het voorgaande 






SOS 
is, en ter bekorting de limiet van 6\ b^..bt, b genoemd wordt, 

Nu is S(p-j)» = l» + 2»+8». . + (*-!)« + 

+ l» + 2» + ..+(*-2)' + 
+ l«..+(*-8)» + 

• • • • 

+ 1. 
waanroor men na herleiding rerkrqgt 

,. b,'-h\' 1 M+l\ 1 

du8 Lm— — rT7= ^It-^, )Xj> 



(*,-M*~in*-i; i 



(•+n „c«+i) , i , , , 

^^TTT3 oTTTT =Tö-rrï(«i «!•••«*) * , (« = od), (19) 

10. Deze formule (19) geeft een duidelijk begrip van de snelheid, 
waarmede ten slotte de getallen tot hun gemeenschappël^ke limiet 

Va, A] ..ajb convergeeren, het blijkt dat «j""^*^— a^""*"'^ een ein- 
dige verhouding heeft tot de tweede macht van aj'^— a^'^ 
In het eerste voorbeeld van Art. 4 was 

«/-aj'izz 0.00009 4628, 
en als benaderde waarde van a^'"-ai" kan nu genomen worden 

6 a/ 

en daar a^'\a^'\ai'* op zeer weinig na eene rekenkunstige reeks 
vormen, heeft men aan 

«/' = 4.64168 88337 74 

de correcjtie -i if!,LZ^?J[^ =_ 0.00000 00001 61 
1» a^ 

toe te voegen , om de in 12 decimalen nauwkeurige waarde van I^ÏÖO 

4.64158 88336 13 
te verkregen. 
In het tweede voorbeeld heeft men aan 

a/' = 2.21336 38420 8, 
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de correctie - ^ ^''''""^'^' = - 0.00000 00026 8 
72 a/ 

aan te brengen , om te verkrggen 

1*^24 = 2.21336 38894 0. 

11. Met een enkel woord moge nog het geval, dat eenige der 
getallen a,,a},..a;t gelqk nul zyn, besproken worden. 
Onderstellen wij 

en fl^^j =fl;^^j z=flj =0; 

dan zijn blgkbaar If o , if , , -W , . . if a positief, niet gelijk nul, en 

Mk+t , . . if* allen = 0. 

Derhalve worden o,', «,', . . «*' 

allen positief, niet gelgk nul; «'a+i =0; terwijl afn^ty.a'jt geen 
bepaalde beteekenis hebben. Stelt men echter vast, dat in dit geval 
fl'/«+i . • fl*' allen gelijk nul zullen zijn, dan zqn er dus van de getallen 

«1 > «1 >••«* 
evenveel gelijk nul, als van de oorspronkelijke groep Ai, a),..a*. 

Men ziet nu onmiddellijk, dat de verdere beschouwingen van 
Art. 3 met hoogst geringe wijzigingen onveranderd doorgaan; en 
dat ook nu de getallen a^"^ ..Uj^" tot een zelfde limiet, die gelijk 
aan nul is, convergeeren. 

.Daarentegen is de wijze, waarop deze convergentie hier plaats vindt, 
geheel anders, en men kan zeggen, dat deze convei^entie veel lang- 
zamer is. 

Het bl^kt namel^k, dat de verhouding van twee opvolgende getallen 

«/> «/'j ^f'i a/\,,af ..., j9 = 1,2,3 ..A, 

tot een eindige (gemakkelijk ie bepalen) limiet convergeert, die voor 
de verschillende waarden van p dezelfde is; terwijl de verhoudin- 
gen der getallen van een zelfde groep 

co c») * co 

tot eindige limieten convergeeren, die alleen van k en h afhangen, 
niet van de getallenwaarden van ai^a^f.^a^^ waarvan men is uit- 
gegaan. 

Daar het strenge bew^s van deze eigenschappen meer ruimte 
sch^'nt te vorderen, dan in eenige overeenstemming is met hun 
oogenblikkelijjk belang, zoo vergenoeg ik m^' met deze aanduidingen. 
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12. De toepassiivs op willekeurige complexe waarden le?ert groote 
moeielijkheden op. 

Wei is het gemakkelijk, in dit gevbl voorwaarden op te stellen» 
die, zoo zij door ai , a^, .. n^ vervuld worden , voldoende zijn om 
te besluiten , dat de rekenwijze tot een bepaalde limiet voert ; en dan 

aan te geven, welke der ^-waarden van (a, , Oj» • • ^k)^ d^^e limiet 
is; maar het schijnt uiterst bezwaarlijk, om, zoo ai, a^^ , .aj^ wille- 
keurig gegeven zijn, uit te maken, of er al dan niet een limiet is, 
en in het eerste geval deze limiet aan te geven. 

Alleen het geval Ar = 2 levert niet het minste bezwaar op , en het 
zal daarom voldoende zijn, de volgende uitkomsten eenvoudig mede 
te deelen. 

Men vindt dan, dat in dit geval er altijd eene limiet 

is, behalve wanneer de verhouding fl, rflj reel negatief is. 
Stelt men a, = r , c«» ' , 

en neemt r, en r^ positief, a^ en ec^ tusschen O en 2w (de eerste 
Wa&rAe ïn-, de tweede buitengesloten), dan is de limiet 



wanneer de volstrekte waarde van a,— a^ kleiner dan t is. 
Is eeht^ «,—062 grooter dan 9r, dan is de limiet 

Noemt kaeii bigv. «,=:;?, a^ = -* 

dan is de lifiuet gdijk aan -f ^ of — 1 , 

al naar dat het ^ eöle deel vsm e ipocdtief cff motief is. 

'DiaWr a, , aj', a^', a^'. . • 

hier allen rationeele fonctien iran z zijn, zoo heeft men in 

waaarin 

eene oneindige reeks, waarvan de termen rationeele functiën van z siQn, 
Cdïpreifgeerenü yoöï alle wiaarden van z, uraarvan hét te^e deel niet 
gdygk 'nd fe, en *maiïitm de som gelijk aan +1 of geHjk aan —1 
is, 'dBfaardtft »het 'reële deel van s positief of negatief is. 
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Eene dergelijke reeks is door Weieastrass opgesteld in de hoogst 
belangrijke verhandeling „zur Functionenlehre'\ voorkomende in de 
MonatSherichte der Kdnigl, Pr&uss, uikademie der JTmènèchaften, 
1880, Seite 735. 

Kort daarop merkte Tannery op, dat men op zeer eenvoudige 
wijze dergelijke reeksen kan vormen. (Zie Monatsb, Februar 1881, 
Seite 228 e. v. v.). 

Men zal gemakkeüjk bemerken, dat de "bovenstaande reeks als bij- 
zonder geviit 'begrepen is onier degene , die WEiÉEÖHiLSS t. a. p. pag. 

2S0 'aatï^efeft. möh VéWKëtferé 'daar de Alrükfont; iü -platftë van 

lA-x l—x\ 

x' =z moet gelezen worden x' = ■- | • 

1 — r 1 + 0?/ 

Eene vertaling van het eerste opstel van Weibbstbass en de latere 

mededeeling naar aanleiding van Tannery's bemerking, is te vinden 

in het BMetih d&s 8cienceè mathémaèiques et astronandqueê , dêuxième 

serie, tome F, Avrü 1881. 



REGISTER, NAAR DE •NDERWERPEN «ERANCISCIIHT, «P 
EBNIfiE WISKVNDIW TIJDSCHRIFTEN. 



▲SALTTISGHE lOUBTKUimB OF HST PLAT TLAK« 
BULL. MATH. t. 4, p. 318—828. Sar la theorie des connexes coDJugoés. Par 

M. Oyparissos Stephanos, 
GR. ARCH. £. 67, S. 425^445. Die ersten Formeln fUr die Bechnung mit tri- 

metrisclieD Panktcoordinaten. Von E, Sain, 



ANALTTISGKB MEETKÜITDE IN DE BVIMTE. 
N. A. DB M. T. 20, p. 176—177. Question 1276. Par B. Fl Genese. 
id. p. 411—413. Note sar des formules de Joachimsthal. Par M. J. Drog. 
HATH. T. 1, p. 65—67. Notes de geometrie analytique. Par M. E. Lucas, 
SCHL. ZEITSCBR. B. 26, S. 281—266. üeber Isothermenschaaren , isogonale Ver- 
wandtschaften und conform veranderliche Systeme: die mit den Abbildungen 
z = f^Z und g = Hy dZ"^ znsammenliangen. Von 6, HohmuUer, 

J. V. CR. B. 91, S. 1—22. Das Strahlensystem dritter Ordnung und zweiter 
Classe. Von W, StaM, 



BESGHBIJVSNDB MBBTKTJirDE. 
GR. ARCH. B. 65, S. 208—210. Zur orthogonalen Axonometrie. Von /. Streisder, 
N. A. DE M. T. 20, p. 12, 13. Solution géométrique d'nne question pioposée 

en 1879 an Concours d'Agregation pour Tenseignement secondaire spécial. 

Par M. Z. Lehrun, 
MATH. T. 1, p. 49—51. Courbe de contact d'nn cylindre circonscrit ^ nn héli- 

coide è plan directenr. Par M. Verstraaien. 
id, p. 187—189. Courbe de contact d'un cylindre circonscrit l, un hélicoide & 

plan directeur. Par M. Mister, 
soHL. ZERSCHR. B. 26, S. 272—296. Ueber die Onmdprincipien der Linearper- 

spective. Von O, ffauek. 



BOL. 
GR. ARCH. B. 65, S. 176—187. Ezcentrischer Kngelseetor. Von E. Hoppe. 
MATTH. T. 1, p. 29. Question 18. Par P. Euex, 
8GHL. ZEiTSCHR. B. 26, S. 50—56. Ein Ortsbestimmnngsproblem der spharischen 

Astronomie. Von S, Oüniher, 
id. S. 201 — 294. üeber die Bestimmnng des Ortes eines Gestimes durch den 
Durehschnitt zweier grosster Kugelkreise. Von E. Weiss, 
GR. ARGH. B. 67, S. 131 — 159. Berechnung der Lichtmenge, die von einem 
gegebenen leuchtenden Pnnkt auf ein gegebenes Ellipsoid fallt. Von A, Kiel, 



^18 

onrsMATiOA; 
N A. DX M. T. 20, p. 197 — 200. Sur la constraction de la nonnale dans un 
certain mode de generation des oourbes planes. Par M. M, d^Ooagne* 
id. p. 456 — 459. Note snr Ie système articulé da Colonel Peancellier. Far M* 
M, d^Ocagne, 
scHL. ZEIT80HR. B. 26, S. 167 — 178. Beitrage znr Kinematik Uinlicli-Terander- 
lichen nnd affin-veranderlichen Gebilde. Von A, SehumoM*. 



CIKKEL. 

N. A. DB M. T. 20, p. 528, 524. Question 1878. Par HL N. Gaf art. 

GR. ARCH. B. 66, S. 17 — 28. Lien des centres tangents intérienrement k on 

demi-cercle, et extérieurement auz deux demi-cercles, qui ont pour diamètres 

les deux segments du diamètre du premier demi-eerde. Par O, JDosior» 

id. S. 246—260. üeber einen speciellen Fall des Apollonisclien Tactionsproblem, 

Von JT. JE, Hoffmann, 
id. S. 825^827. Einige Satze aus der Kreislehre. Von üT. Jerahek* 
id. B. 67, S. 111, 112. Ein Beitrag zur Kreislehre. Von F. Seküfner. 



oonstexjohb (meetkttkdiob). 
N. A. DE M. T. 20, p. 265, 266. Extrait d'une lettre de M. EaiUewurt, 
id. p. 266—271. Réponse de M. Barbarin. 
GR. ARGH. B.67, S. 44— 62. Grundzüge der Geometrie des Cirkelt. Yon Fr, Seuell. 



DJiTEKinHAHTEN, 
soHL. ZKrrscHR. B. 26, S. 64 — 70* Ueber doppelt-ortbosymmetrisclie Determi- 
nanten. Von K, Weihraueh. 
id. S. 892, 898. Beweis eines Weierstrass'schen Satzes. Von S, Sovestadi. 
j. V. GR. B. 91, S. 288—247. Ueber eine Eigenschaft der ünter-determinanten 
einer symmetrischen Determinante. Von J, N, Hazzidakit. 



diffebenhaalyeboblukingeh. 
8CHL. ZEiTSCHB. B. 26, S. 179—200. Zur Integration der Differentialgleiehnngen 
in der Dioptrik der oontinuirlich geschichteten kugelförmigen Krystalllinse der 
Fische. Von X. Matihiessen, 
BULL. HATH. T. 4, p. 278—800, 828—886. Sur mie elaase de fonctions de 
plusieurs Yariables, provenant de l'inversion des intégrales des solutions des 
equations diflerentielles Un^ires è coefficients rationels. Par M. X. Fnohi, 
id. p. 416 — 488. Sur une propriété des fonctions uniformes d'une variable liées 
' par une relation algébrique, et sur une classe d'équations düTérentielles. Par 
M. E, Pieard. 
j. y. CR. B. 91, S. 79—198, 841—846. Zur Theorie der linearen Differential- 
gleichung(Bn. Von X. W. Thomé, 
id. S. 199 — 214. üeber algebraïsche Beziehungen zwischen Integralen verschiedener 
DifTerentialgleichungen und deren BifTerentialquotienten. Von L, KSnigtherger, 
id. S. 262—264. Integrale von einigen linearen Differentialgleiehnngen. Von 

Qrafe. 
id. S. 265 — 800. üeber den Zusammenhang zwischen den allgemeinen und den 
particularen Integralen von Differentialgleiehnngen. Von Z. Klhngsberger, 

N. A, V. W. Dl. IX. lö 



N. ASCH. Dl. 8, bk. 28—56. Eenijg^ tp^^ftpu^Higen van de theorie der singuliere 
inl^Bgn^eii. bjü diflerenti^fdyej^^l^laxigfi]^ ▼&& de tweede ovde.^ Poor. P. J^ 
HoUrnar^, 
oi^ ARpp. B. 66^ S,. 1^13—14^^ ViSm diq v^^ Cbajljs iitoj;ge8cHflgejis. ne^e fc- 
tegrationsmethode yod gewohnlichen DifTerentialgleichungen i^^i^r Ordniug 
oud il|rc\ 4^iic^4qp^ ^^ ^^^i^P wigeloste Aofgabeii ai|8 der Yaria^oiisreclir 
nung. Voii Jf. Ehrhom, 
id. S. 897—404. Bewegangeii des Aethers im freien Bamne, welche ein eon- 

tinoirliclies Farbenspectrum verarsachen. Von E, Maiê», 
id. B. 67. S. 160—164. Sqt les equations fondamentales de la dynamiqne. 

Par M> JigHaud, 
id. S. 8ld^829i üeber Integrale einiger Differentialgleicbangai. Von If, ffere. 
J. DB L. Ti 7> p. 1—83. Exposé des methodes générales en Mathématiques; 
resolntion et integration des equations; applications diverses, d'après Hoené 
Wr<»ski; par M. E. JFesi. 
id. p. 288—288. Integration, sons forme finie, d'one qnatrième espèoe d'éqoa- 
tions diflérentielles linéaires è coefficients variables. Par M. 2). Jndré. 



N. A. DE M, T. 19, p., 202—20^. iSur un procédé d'élimination. Par M. 

id. p. 882-884. Letjtre de M. A. Bièhler. 
OL. XATH. ANN. B. 16, S. 845—847. tJeber eine Eigenschaft der Resultante. 

Von J, Brili. 
N. A. DE K. T. 20, p. 546—564. QQ.iMadillAtifini & la theorie de la substitution 

dQs syst^j)^,i^ 4'é^ua|4(;t^ ABBlicc^fsipn 4ei cet^ théor^M» k la, ^eph^inibe, ^, 

réquation et des points multiples d'nn lieu. d^M pw ^ éq]Q|ktion|^,QOAtenant 

^—1 ]^n|9Lèt9:^ variabiles. ?%r, M. L. SalUh 



XLUHISOHS PUIfGID&Er* 
8CHL. 2XIT80HB. B. 26, S. 888—885. üeber die Siurm'sche Methode der Ablei- 
tung des Additionsthfloram» der- ett^^tisoheB I nte g rale erster Oattung. Von 

j. T. OB. B». %i^^ W k mW ^n Betekg. sur Uaearen TnuiafoimatiMi dw e^J^tlsohen 
Punctionen. Von O, BoMsenberger. 
id. & 847» 8éB. Biw gOMneiviBché BuMtottnng der Ikaden'sclieii S&bstftutiMik 
V^n JL &. aêkOihMh. 
09» AJiCH. B, 67i S. a4&^8Q^. Einige Benehnsgen swkelira den I<ntegraliBn der 

eUiptiflohen. Bunctionen! Vod Nr, ifonr. 
ob M. AifiL Bï 18, S. 811t«^866» Die üntergmppeii der Galois'sehen Gruppe der 
•Modulargleiohungen för den Fall eines primzahligen Transformatiensgrades. 
Von /« QiênUr. 
id. S. 507—522. Versuch einer übersiohtliohen jDarstellnng der Bi^mann'tehen 
Flüohfi, welcho.der Galois'scben Besolvente der llodnlugleiébang iur Prim- 
zahltninifonnation der eUiptisehen EonctioBeii entsprichU Von W, Dffêk* 
id. S. 528(— 592L Ornndlagen einer independenten Theorie der eUiptisehen Modal- 
functionen und Theorie der Multiplicatorgleichnngen erster Stofe. Von 
A. HurwUe. 



vmoSÏÉSl (TD10B2£ »Bm). 
MATH. T. 1, p. H—B. D^teonstration êiétuQnMte da füéorème de Taylor pour 
lés fonetioiuH d'tine variable hnaghnire. Pbr P. M, 
id. p. 128 — 127. Sar oae application de l'Algèbre directive, 
id. p. 127, 128. Qaeatron 6. Par M. Cesar. 
id. p. 198—198. Definition da mot limite. Par P. Jf. 
scHL. ZMT9CHR. B. 26, S. l-*-lé. Die Bestimmang einer Fnnction anf éinér 
Kreisflache aas gegebenen Randbedingangen. Von ff. Veltmann, 
id. S. 857—876. Einige Anwendangen eines fanctionentheoretisclien Satzes. Von 

H, Krey, 
J. V. CB. B. 91, S; 54—78. Sar qaelqnes points de la tHéorie des fonctions. 
Extrait d'une lettre I M". Mittag-EefiBler. Par C%, Hisrmiie, 
id. S. 801 — 884. Ueber die Discrimi^ante algebraischer Panctionen einer Va- 
riabeln. Von L. Kroneeker. 
N. ARCH. Dl. 8, biz. 81 — 88. Eene bijzondere eigenscbap der qaaterliibnen. Door 

(?. e7. 2). Mottuier. 
6R. ASCH. B. 66, 9. 288 — 24&. Sar des polynomes de deoz variables analognes 
aaz polynomes de Jacobi. Par P. Appell, 
id. S. 814 — 320. Zar Zerlegang einer rationalen algebraiscben Fanction in Par- 

tialbrüche. Von H\ von H6pflingen Bergendoff, 
id. B. 67, S. 102—104. Note sur ane classe de fonctions symétriqnes. Par 

W. Kapteyn. 
J. DE L. T. 7, p. 49 — 70. Applications mécaniques da Calcal des quaternions. 

Pte M. Genty. 
CL. M. ANN. B. 18, S. 69—77. Ueber anendlicbe Pormensysteme in dfer Theorie 
der rationalen Fanctionen. Von J, König. 
id. S. 161 — 194. Ueber eine mit den Kagel- and Cylinderfünctionén verwandte 
Function [Kegelfunction] und ibre Anwendung in der Tbeorië der Elektrici- 
tatsvertbeilang. Von F, 0. MeMer, 
id. S. 195 — 286. Ueber die Mebler'scben Kegelfunctionen arid' deten Anwen- 
dung auf elektrostati&cbe Probleme. Von C, Neumann, 
id. S: 287—240. Ueber Lamescbe Fanctionen. Von F. Klein, 
id'. S. 879—409. THeorte der allgemeinen Periodicitat. Von 0, Rausenherger, 
id. S; 443^— 447. Ueber die' algebraiscben Functionen, welche zu gegebenen 
Riemann'scben Flachen geboren. Von J, Thomae, 



GEODESIE. 

oil. ARCH. B. 58, S. 377 — 879. Einricbtung des Messtiscbes auf drei Punkte. 
Von L, Or. von PfeiL 

SCHL. zsiTSORR. B. 26. Hlsi^. lit. Abth. S. 81—98. Recension von i^Die Grund^ 
lebren der trigonometriscben Vermessung im recbtwinldigon Koordioatensystem 
von S. H. Erantz. 1879." Von MoJm. 

N. ARCH. Dl. 8, biz. 118 — 223. Studiën over kaartprojectiën. Antwoorc^op prijs- 
vraag N**. 8. 1880. Door Ch, M. Shhole, 



OEOMETBIA SUTJS. 
N. CORK. M. T. 6, p. 169; Un probleme traite par Euler. Par E, C. 
id. T. 6, p. 817—320. Extrait d'ane lettre de M. P. 8. 
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N. A« Dl M. T. 20, p. 473—480. Qaestion 261. Par M. J. Bourget. 

MATH. T. 1, p. 121. Carré magiqae de la Villa AIImuu. Par M. C, 

OB. ABCH. B. 66, S. 286—838. üeber magische Quadrate und ahnliche ZaUen- 

figuren. Von H, Hatmuih. 
id. S. 418—447. üeber magische Aechtecke mii ungeraden Seitenzahlen. Von 

S. Hasmuth. 
id. B. 67, S. 288—258. Ueber magische Pftrallepipeda. Von ff, Hatmuth, 



GESCHIBDENIS. 
N. A. DE IC T. 20, p. 187—139. Necrologie de M. G. Bellavitis. 
SCHL. ZEiTSOHB. B. 20, Hist. Liter. Abth. S. 1—19. Euler's Theorie von der 

Ursache der Gravitation. Von C. Zunkrahe, 
id. S. 19—25. Der Briefwechsel zwischen Gaoss und Sophie (rermain. Von 

S. Qünther, 
id. S. 88 — 87. Bie Methode Tajfin im Saém-king von Sum-tiè, und ihre Ver- 
allgemeinerong durch Yih-king im I Abschnitte der Ta-jèm-U-schü. Von L. 
MattMetien, 
id. S. 88, 89. Miscelle. Von F. ffuUsch, 

id. S. 153—169. Justus Bellavitis. Sine Skizze seines Leben's und wissenschaft- 
lichen Wirkens. Von A, Favaro. 
BULL. MATH. T. 4, 1, p. 27—80. Extrait du Manuscrit N». 24287, du fonds 
. francais de la bibliothèque nationale. Par M. A. Marre. 
id. p. 200 — 207. Deux nouvelles lettres mathématiques inédites du P. Jaquemet 

de l'Oratoire, de la Maison de Yienne (Dauphiné). Par M. A, Marre, 
id. p. 268—272. Lettre de M. C, Henry, 
id. p. 817, 818. Lettre.de M. Ph, Gühert, 
id. p. 848—348. Giusto Bellavitis. Par A, Laisant. 

id. p. 488—442. Discours prononcés aux funérailles de M. Chasles. Par K. 
/. Bertrand, Bouquet, 
OB. ABCH. B. 67, S. 118—180. Geschichtliche Entwickelung der mathematisohen 
Elektridtatslehre und Bedeutung des Potentials fur die letztere. Von A, Kiel. 
J. DE L. T, 7, p. 201 — 214. Bemarques sur les Mémoires relatifs & la theorie 
de la lumière, renfermés dans les Exercices *d' Analyse et de Physique ma- 
thématique de Cauchy. Par M. JE, Matthieu, 
OL. MATH. ANN. B. 18, S. 255—279. B. Bolzano's Bedeutang in der Geschiohte 
der Infinitesimakeehnung. Von O, Stoh, 
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N. A. Dl M. T. 20, p. 140—142. Extrait d'une lettre de M. D, Marohmd, 
id. p. 177, 178. Question 1818. Par M. S, Réalis. 
id. p. 218—215. Sur un procédé particulier de division rapide. Par M. C. 

Henry, 
id. p. 880—882. Question 1195. Par M. Morei-Blane. 
id. p. 885, 886. Question 1880. Par M. S, MéalU. 
id. p. 876, 576. Question 1850. Par M. Moret-Blane. 
id. p. 418—420. Decomposition des nombres ƒ•* — 9^>» et du double de ees 

nombres en deux cubes rationnels. Par M. C, Henry, 
id. p. 431 , 482. Question 1349. Par M. MoreUBlanc, 
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iCATH. T. 1, p. 78—76. Question 26. Par S, BéaUs, 
id. p. 99 — 102. Démonstration élémentaire et generalisation de qaelqnes ihéo- 

rèmes de M. Berger. Par R Césan, 
id. p. 108 — 106. Theorie des fractions périodiqnes. Par P. Jf. 
id. p. 161—168. Question 22. Par J. F, Puelieh, 
id. p. .176, 177. Sor one somme de cubes. Par M. S, RSdlit, 
8CHL. ZEIT8CHB. B. 26, S. 184, 185, Das Beciprocitatsgesetz. Von J, Thomae. 
BULL. MATH. T. 4, p. 77—88. Théorèmes de Staudt et Clausen. Fu M. E. 
Catalan» 
id. p. 182—192. Sur la loi de reciprocity. Par M. Kroneeher. 
j. y. OR. B. 91, S. 264—261. üeber das sogenannte Bestproblem in den chi- 
nesischen Werken Swan-king von Suntsze und Tayen lei schu von Tih-king. 
Yon L, Maiihiessên, 
Gtt. ABCH. B. 66, S. 327—829. Zum Beweise des Satses, dass jede Frimzahl 
j)=:4i»4-l Summe zweier Quadrate ist. Von R, Mofpe. 
id. S. 858 — 867. Einige Eigenschaften der Zahlen, welche zum Product der 
ersten n Primzahlen prim und kleiner als dicselbe sind. Von Ir, Woüer, 
id. B. 67, S. 216—219. üeber die Darstellbarkeit von Primzahlen dnrcfa die 
Form a* +è*. Von 7%. Hatmuth, 



homAeekb FUNCTIEK. 
N. Ai DE u. T. 20, p. 88 — 48. Reduction de deux polynomes homogènes dn 

second degré & des sommes de carrés. Par M. //. Lavrent, 
j. y. GB. B. 91, S. 221 — 287. Ueber die Transformation einer quadratischen 

Porm in eine Summe von Quadraten. Von S, Qundelfinger» 
CL. MATTH. ANN. B. 18, S. 98, 94. Notiz über temare Formen mit verschwin- 

dender Functionaldeterminante. Von Jf. Ttueh, 
id. S. 280—288. Trois Kotes sur la theorie des formes. Par M. laa de Bruno. 



IKTEGBAALBEKSHING. 
N. A. D£ M. T. 20 , p. 529—587. Sur la determination de qnelques int^ales 

indéfinies. Par M. H, Besali 
scHL. ZEITSCHB. B. 26, S. 78—97. üeber die Variationen «»« Ordnung. Von 

G, Erdmann, 
BULL. MATH. T. 4, p. 207 — 209. Mémoire de L. Euler, pnblié conformément au 

manuscrit autographe. Par M. E, Henry, 
id. p. 209 — 256. Considerations sur quelques formules intégrales dont les valeurs 

peuvent être ezprimées en certains cas par la quadrature du cercle. Par 

L, Euler, 
j. y. CB. B. 91, S. 215—220. üeber mehrfache Integrale, welche durch eine 

Transformation der Variabeln ihre Gestalt nicht anclem. Von 8, Qundelfinffer, 
GB. ABCH. B. 66, S. 72—98. üeber eine Verallgemeinerung der Ganss'schen 

Methode der mechanischen Quadratur. Von J^. August 
id. B. 67, S. 418—424. Zwei reciproke Relationen einer Tntegralfnnction nebst 

Anwendung. Von R, Hoppe, 
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IWTEGKALEN (BBPAALDB). 

MATH. T. 1 , p. 67—70. Sur une integrale définie. Par M. P. Af. 

GR. ARGH. B. 66^ S. 225—237. Beitrag zu eioer Classe von bestimmien Inte- 
gralen complexer Functionen. Von NiemoUer. 

CL. u. ANN. B. 28^ S. 698—608. UeUr Barstellangsfunctionen. Von P. du 
BoU'Beymond. 



KJSGlSLSirEDZN. 
N. A. DE H. T. 80, p. 14—17. Solution d'one qneation proposée en 1876 aa 
ooBOows entre les olassea de mathématiqaeB spéoiales de TAcadémie de Douai. 
^9X M. A. Mümre. 
id. p. 65—78. Solution de la question proposée en 1879, pour Ie concours 

d'admiBgion ^ TEeole Pdyiechnique. Par M. Morêt-JBlane, 
id. p. 78—94, 110-*-112. Théorènu» sur les normales k rellipse. Par M. 

iBu p. ISn^^lSl. Solution de la question propoaée pour Ie ooncoors d'admis- 

wm & lleole Polytoehnique en 1880. Par M. H, Lez, 
id. p. 188, 184. Normale menée ^ une conique & centre d*an point 4e Taxe 

focaL Par M. E, Lebon, 
id. p. 179. Question 1844. Par M. E. Laudiero, 
id. p. 180—182. Question 1848. Par M. J, Boudènes, 
id. p. 286—288. Concours d'admission \ PEcole centrale (l^e Session 1879). 

Par M. J. Soudènes. 
id. p. 278—276. Lettre de M. Qamhey. 
id. p. 289<^804. Sur les propriétés prineipales des foyers des oourbes du seoondl 

degre et sur la determination analytiqme de ces points. Par M. A, IMnikow, 
W. p. 821—826. Lettre de M. L. Bmeet, 
id. p. 872, 878. Question 1881. Par M. Moret-Biane, 
id. p. 879, 880. Question 1858. Par M. ff, du M<mM. 
id. p. 427, 428. Question 1845. Par M. M Qqffari. 
id. p. 469 — 464. Solutions de quelques questions posees auz examens d'admis- 

sion ^ TEcole Polyteohnique. Par M. M Geneia-Martin, 
jA» P« 464—468. Concours d'admission k TEcole centrale en 1880 (2me Session). 

Par M. J, Chambeau, 
MATH. T, 1» p. 58—57. Sur un lieu géométrique. Par P. Ruex. 
id. p. 59, 60. Question 11. Par K Jamet. 
id, p, 85 — 87. Puissance d'un point par rapport h une conique è centre. Par 

M. Sarbarin. 
id., p. 118—115. Question 28. Par M. Broeard^ 

id. p. 122, 128. Ecole Polytechnique. Concours de 1881. Par E. Broeard. 
id. p. 129—181. Question 86. Par E, Lemoine. 
id. p, 179, 180. Question 62. Par T. JameU 
scHL, ZErrscHE. B. 26, S. 69 — 62. XJeber Summen und Producten von Vectoren 

der Ellipsen und verwanter Curven. Von Sehlömileh, 
id. S. 185, 186. Eine Eigenschaft concentrischer Ellipsen und Hyperbeln. 

Von SeJdomUeK 
id. S. 887 — 891. Ueber die Normalen der Ellipse. Von H, Lauermann, 
J. y. OB, B. 91, S. 248 — 258. Ueber ein Kriterium von Steiner in der Theorie 

der Kegelschnitte. Von E» Eunyady. 
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GR. ARCH. &: 15*6 , S. 1 — 16. 2ur Constraction der Sehnittpuiikto von Genden 

mil Kegehchnitten. Von C, Pelz. 
id. IS. 2^4~ë?0. l^üt ^hU^itat^t^èorie 3k> këgëlschniite. Voh j& ftiw. 
id. fi. 67, S. 104—106. Üelier éiiiige Eigéiischafteh cler Éegelsclü^tte. Yon 

J. Bleschke. 
id. S. 219 — ^221. üeber den Schnitt zweier Kegel zweiter Ordnong naeh Cnr- 

yen zweiter Ordnnng. Von /. DieAi, 
id. S. 882, 888. Ueber 'A^Hteh bérlOirtUde Ke{;ttlkëhnitte mit vorgegebenem 

Brenfl^ankte. Von Fé ffofmann. 



XXITIKGBBETTK. 
GR. ARGH. B. 66, S. 88 — 45. üeber die Anflöenng der trinomiseheB Gleiohnngen 

dorch ketüénbrtidi-alinliohe AlgoHthmen. Vea K. JE, BqfkUmiK 
id. B. 67, S. 887—842. Die Entwièkelong des Euler'sehen AlgontiifeMnti Von 



KBOHME liJirÉH (tHEÖÏLIÊ). 
M. A. DE u. T. 20, p. 11 , 12. ConstmetioB de la parabole oscniatiioe en on point 
d'une eonrbe. Par M. O, Koniffê. ^ 

id. p. 86 — 88. Solution d'nne question de licence (Fae. de Paris. 1876}, Par 

M. F, Faitquembergue, 
id. p. 97—110, 489—498, 687—546. theorie des points singuliers dans les 

courbes algébriques. Par M. Ch, Biehler, 
id. p. 181, 182. SurTéquation de Hesse aaz points d'infléxion. Par M. Cretin, 
id. p. 171 — 178, Sur une question de licence. Par M. È, Fattquember^. 
id. p. 184, 186. Question 1856. Par MM. É, Peeguery et É, Chretien. 
id. pv 401, 402. Question. Par M. E, Detotdf, 
id. p. 406—408. Note sur un système de oourbes orthogonales et bomofocales. 

Par M^ A, Legoux, 
id. p. 426—480. Question 1847. Par M. ^. G<^art. 
id. p. 444—458. Sur le nombre de pmnts multiples d'une ooiurbe algébrique et 

les courbes unicuisales. Par M. E, PeUet, . 
id. p. 498 — 500. Théorèmes sur les courbes algébriques. Par M. WeiU, 
MATH. T. 1, p. 7. Generalisation d*une propriété des podaires. Par P. M, 
id. p. 17 — 22, 8§— Öé. Sur revaluation ieipprocli^e dës airéS planes. Par P.M. 
id. Supplem. p. 1—^4. dut revaluation approèhée des aires planeS. ï^ir JP. Maneion. 
8GHL. ZEiTSGHR. B. 26, S. 257—1^68. BoppeHe EntstebungsWèüéls èet gieëühweif- 

ten und ^^ètscbhi^Ëgènen cjkliscbèn Cutven. Vdfa Ckr, Wieüer, 
id. S. 891 , 892. Note iïber Disóontinuitaten Wei tJuHen. Von P. fbgék 
GR. ARCH. B.66, S. 46—55. Uebër ParaHelen geschlossener Curven. Tdb £; Hóppè, 
id. S. 864 — 872. Zur allgemeinen Theorie der ebenen Curven. Yon E, Mehler. 
id. S. 8«6— ^06. Das Aoust'sche Ptobleita Sn det 'OnWentheorié. VoA iJ. Mcjppe, 
id. B. 67, S. 208—207. Zur Theorie der asymj^tolisehen Ptrnkte. Von F, 



j. DE L. T. 7, p. 109, 110. Sm* les propriétés d^tnè eonrbb qüt Wjide ëtir une 

droite. Piir M. E, Réial. 
id. p. 871^^-422. Mémoire sur les eotirbes d^finies par uèt ^iMÉtiote 'différen- 
tielle. Par M. S; Pm^arh 
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CL. XATH. AMN. B. 18, S. 91, 92. Notiz über die rationalen CarveJi. Von Af. 
Paseh. 
icL S. 448. Die AnzaU der Qnabhangigen Gleichungen, die zwischen den allge- 
meinen Chaiacteren einer Curve im Raume von n Dimensionen stattfinden. 
Von O, Veranete. 



KROMME UJNEN (BUZONDERB). 
M. A. DE H. T. 20, p. 160 — 171. Note sur la cardioide et Ie lima^on de. Pascal. 
Par M. M, WeiU. 
id« p. 250 — 252. Note sur une enveloppe. Par M. F, W, Baehr, 
id. p. 868—872. Question 1806. Par M. Genty, 
id. p. 408—405. Note sur la question 898. Par M. E, Catalan. 
id. p. 416^-418. Question de Licence. (Paris, Juillet 1880). Par M. E, Fam- 

id. p. 468—456. Solution d'une question proposée par M. Catalan. Par M. 

P. Barharin. 
id. p. 518—520. Question 1288. Par M. Moret-Blane, 
id. p. 520—522. Question 1848. Par M. Moret-Blanc, 
MATH. T. 1, p. 28. Question 12. Par E. Clevers, 
id. p. 48—47. Question 2. Par E, Clevers, 
id. p. 71, 72. Question 12. Par H. Broeard. 
id. p. 81 — 84. Note sur la Logocyclique ou Strophoïde. Par S, G. 
id. p. 97 — 99. Exercioe de geometrie infinitésimale. Par M. Th, Gilbert, 
id. p. 128, 129. Question 85. Par P. Jf. 
id. p. 145—148. Question 15. Par F, Pieani, 
SCHL. ZB1T8CHB. B. 26, S. 148, 144. Eigenschaften der Lemniscate. Von W, 

Eesê. 
OR. ARCH. B. 66, S. 884 — 886. Ueber die Tangenten der hyperbolisclien Spirale. 

Von Fr, Sehiffner, 
id. S. 887-— 852. Erweiterung des Satzes von der Sichel des Archimedes und 

sein Zusammenhang mit dem Satze von den Mondchen des Hippocrates; 

Schwerpunkte der Plachen. Von f. W, Fischer, 



KKOMME lUNEN YAIT DXJBBELB KBOMMING. 
N. A. DE M. T. 20, p. 58 — 55. Sur la determination du cerclo osculateur d'une 
courbe & double conrbure. Par M. E. Hunyady,. 
id. p. 848 — 850. Question de Licence. Par M. E, Fauquemhergue, 
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